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Предварительныя понятя 


$ 1. Опредфлене алгебры. — Алебра занимается сокращешемь, 
упрощенемь и въ особенности обобщещемь рьшенй различныхь 
вопросовъ относительно чиселъ. 

Для хостиженя этой пфлы алтебра употребляеть буквы и знаки- 

$ 2. Употреблене бунвъ. — Буквы въ алгебр представяяють 
собою числа, и выфсто того, чтобы, какь вЪ ариеметвкЪ, разсуждать и 
пронзводить дЪйствья надъ числами заранфе заданными, здЪек раз- 
суздають и производять дЬйстия надъ буквами: а, 6, с,.,.:%, 5... - 
Поэтому аллебраическая доказательства и правила прилагаются без- 
различно ко вефыъ числамъ п являются такимъ образоыъ общими, 

$ 3. Ажебраическе знаки. — Такъ вакь числа должны здфеь оста- 
ваться неопредфленными, то самыхь дЬйств выполнять надь ними 
нельзи уже будеть я придетез ограничиться только ихъ указашемъ 
при помоти нфкоторыхь сокраменныхь зпаковъ. 

Зважи, употребляемые въ ахгебрь, сяфхующуе: 

-+ есть знакъ сложения; онъ произносится плюсь: 7 -- 5, обозна- 
зветь суиму двухъ чисел Ти 5. 

— есть знакь вычитан!я; онъ произносится минус: 7—5 060- 
значаегь разность двухъ чивель Ти 5. 

Ж есть знакь унноженя; онъ произносится умноженное на; 
45 обозначаеть произведен двухъ чисежь 4 и 5. Выфето этого 
знака употребляють тавже точку и ившуть 4.5. Зиакъ умножещя 
совевмъ не ставать, если числа изображены буквами; ивожителей 
въ этомъ случав пишуть’просте рядомъ, т.-е. иншуть 46 выфето а ХЬ 
или а.6. Опустать знакъ умножешя незьзи, если множители — 
зисленные: аначе выфсто произведеня, напр., 5 Х 4 получатся 
чисзо 54. 

; есть знакь дЪзешия в проязносится раздъленное на; 5-7 060- 
знзчаеть частноеоть двлены числа б на число 1. ВЫвето этого’ 

. ) -з 


Ш 


знака ушотребняють тавже горизонталкную черту и надъ нею пя- 
шутъ дфлимое, а поль нею дфлителя; : обозначаеть чаетное отЪ 
дфлены числа 5 на число 7. 

Когда множители равны между собою, то шиигуть только одного 
изъ нихъ, а важь ипыъ съ аравой стороны ставать число, показы- 
вающее, сколько тавихь множителей нужно персножить. Такимь 
образомъ и? представяиеть произведеше «Ха или квадрать а; 1" 
предетавляеть произведеше «ХаЖа или кубъ а; &" предети- 
зляеть произведене и множителей, изь которыхь каждый равевъ 
а. или т-ую стенень а. Число равныхь множителей называется 
показизтелемь. 

И обозначаеть квадратный корень: ИТ обозначаеть квёдрат- 
ный корень изъ чиела т. Корень вубичесый, четвертой степени. 
ит.д. изь числа а обозвачаючя, черезъ |/а, уа п т. д Ими 
т— какое-нибудь цёлое чиело. то Уз ‘обозяачнетт. корень 2-ой 
степени изъ а, т.е. такое чнело, которое, будучи умножено само 
на вебя (»--1) разь, дасть а. 

указызаелть на равенство выражений, помфшенныхь епрара 
и слЬва этого знака: и-=ь показывает. что числа и В равны 
между собою. 

‚> произвосится болаие, фъмы и > 6 показывает, что чиело & 
больше числа 6. 

<Х произносятся меньме, чнаю: @-3 В показываеть, что чвело я 
меньше чиела $. 

Выражене. заключенное въ скобки, разснатуиваетея. кажъ резуль“ 
тать, получаемый нослф выполненя вевхъ тЪхъ лЪйствй, которыя 
указаны въ скобкахъ. Такъ, напр. выращене 19— (4--2— 1 
обозначаегь избытовъ чиела 19 надъ чиеломъ (4-9 — 1), т.е. 
надъ зислоиъ 5. Также выражеше (е -- 5) (е — 1) обозначаеть иро- 
изведене суммы чисель а и В из разность чисель с и 4. 

Аналогичныя количества при рфшеви какого-нибудь вопроса 
обозначаются одиёми я тёми же буквами съ одвим» или нфеколь- 
БНМИ оничками наверху или съ численными указателями внизу. 
Тавимъ образомъ пишуть: и, а’, а", и".... ‘и выговаривають: а, 
а со значкомъ, а съ хвумя значками, а съ тремя значками, и т. д., 
иди ве пнтуть п, а, а, а,... и выговаривають: а, п первое, а 
второе. а третье, и т. д. 

Поважемъ теперь на ижсволькихь примфрахъ. какъ употребле- 
же буквъ в знавовъ сокращаеть и обобщаеть ршевя. 


$ 4. Знави, нанъ средство для сонращеня, — У'уебуетеся разбъянть 
540 фумнновь межеду тремя анцами тахъ, чтобы чаеть первило пре- 
зъыпиала часть второо на 48 {р., а часть второю превышала часть 
заианьяю на 75 фр. 

Задача была бы рЬщена, если бы изв®етна была часть третьяго, 
потому что часть второго равна части третьяго, увеличенной на 
15 фр.. а часть перваго, булучи больше части второго па 48 фр., 
будетъ равна той же части третьяго, по увеличенной на т5 фр. и 
ва 48 фр., т.-е. всего на #28 фр. — Слдовятельно, всё три частя 
змфетВ равны части третъяго, новторенной три раза. плюсъ 75 фр. 
в 123 фр., 1.0. плюсь 198 фр. А такъ какъ для дфлешя между 
тремя лицами дано было 540 фр., то, вычитая изъ этой сумиы 
198 фр., получимъ часть третьяго, повторевную три раза. именно 
342 фр. Часть третьяго равна одной трети отт. 342 фр., т.-е. 
114 вр. -- Отсюда заключаем, что часть второго, будучи больше 
части третьяго на 7» фр., равна Т5Н фр., а часть перваго, будучи 
больше части зторого на 49 фр., равна 237 фр. 

Для повфрки замфзаемь, что сумха чисель 2371, 189 и 114 
равна точно 540. 

Введемъ теперь знаки, обозначинь перезь х часть третьаго, я 
соетавимъ елёдующую таблицу: 


Часть третьято лида ен. 

Часть второго „ ПОНИ ... 14 15 
Часть перваю „ - .:- | ато --48 ная =-|-123 
Суина всхъ трехъ частей ат 5--=-- 123 или 32-198 
Иифемь ... . . . 85-Е 18 =540, 


Ееля оть этихь двухь раввыхь количеетьъ отнять по 198, то 
остатки получимъ также равные. т.-е. 


Зл = 540 — 19Я ‚ наи 3 == 849, 


откуда 


иля х== И 


На этомъь принфрь видно, какъ злаки и буква х, введенная 
лая обозначешя невззфстной части 3-го ляца, сократають и облег- 
чають рамен задачи. 

5. Буквы, нанъ средство для обобщеня. — По толъко-что изложен- 
-вому метоху мы получаемь рёнтене линь для отхЭльнаге случая 

е 
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и не моженъ судить, кавя для этого дёйствя необходимо было 
выполнить надъ данными задачи: и если бы вамъ прешлось 
рёшать подобную ше задачу, но съ другими заданными чиедамя, 
мы должны были. бы вновь привести тф же самыя разсуждейя и 
выполнить тая же вычисленя, чтобы получить новое реше. Но 
вели мы данныя обозначимъ буквами, то вычисленя уже не могуть 
быть выполнены, и получейный результать уважеть намъ путь для 
рышены вебхь численныхь задачь подобнаго рода. 

Вь самомъ дЬлЬ, обращаясь къ предыдущей задачь, обозначимъ 
бувою и число, которое требуется разд®лить, черезь а, — избытокь 
перзой части вадъ второю, и черезь 4, — избытокь второй части 
зажь третьею. Повторяя разсуждешя $ 4-го, напинемъ сяфлующую 
таблицу: 


Часть третьяго лива „4... 

Часть второго —„ еее 44 

Часть перваго › есь а, +4 
Сумма вебхъ трехъ частей, .. „3х -| 24, -- 4, 
Иифемь (еее. 85 + 28, + а, = в. 


Если оть этихь двухъ ралныхь кохичеетвь отнять по 9, и № 
24, то получиыъ остатки также равные, те, 


Зг=в— а — 24; 
ЯЪля же эти остатки на 3, можемъ написать: 


—а—2а, . 
и: Бы (1) 


== 


Полученный результеть показывветь, что для лолучещя часты 
третьню лица необходимо изъ чисмь, даннао для раздъленя, вы- 
честь поельдовательно избытокь части первто надь частью вто- 
‚рою и удвоенный избыток части второю надь частью зтретьто 
полученный остатокъ раздплить на 3. 

Такимъ образом» мы получили общее правило’ дая уъшеня воЪхь 
задачь подобнаго рода, т.-е. такнкъ, теветь которыхь остается тоть 
ше самый, а ивыфваются только: число, даваемое дая раздьжешя, 
м числа, зыражаюнщуя послёдовательный разности вефхъ трехъ чаетей. 

$-6. Ажебраичесня формулы, — Выражени,, коказываюния, зак 
Жены. необходимо выполнить. для рёлюн я вонрося, когда, задан- 
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ных числа представлены буквами, называются формулами. Кл нимъ 
принадлежать вырашенше (1). 

Иногда говорать, что алгебра есть заука о формулахь. 

$ 7. Польза формулъ. — Выгода форыужь очевядна, такъ какь 
одна общая формула заключаеть въ себЪ’ безчисленное множество 
частвыхь случаевь. Не безнолезно однако показать выгодность 
формуть и въ другихь отношеняхь. 

Во-первыхъ, пря помощи формуль обпуя теоремы чвляются въ 
значительно совращенномь видф в поетому легче удерживаются въ 
намыяти. Такъ, напр. вместо того, чтобы говорить: Оумма двухь 
чиседь не измьняется, вы какомь бы порядкь ни’ производить смо- 
жеще; произведете двуль множителей не изминяется оть ить де- 
ресвизновки; чинобы перемножить деь степени одною и то же числа, 
достаточно сложить ить показателей товорять и питутъ: 


аа =, а" Ха а" +", 


Дак всякаго, знажомаго съ алгебраическимь язывомъ, три по- 
<яёдея формулы такъ же лено говорятъ, въ чемъ состоять теоремы, 
хавъ и три предыдупуя фразы. 

Во-вторыхь, употреблеше формуль унрощаеть довазательство 
теорекъ: 

Примьръ. — Тьло движется равномъуно со скоростью и, те. 
зуть, проходиный имъ въ единицу времени, есть 5; какой путь т 
пройдеть знзые въ течеще промежутка {2 

Изь опредфлешя равномёрнаго двищеня слфлуеть, что прой- 
денныя пространства пропоршональны времехамъ; поэтому пишемъ: 


Посяф приведешя къ одному знаменателю завлючаемь, что 
=, {2} 


что и требовалось найти, . . 
Непосредственно отсюда можно вывести дв вовыя формулы: 


8) 4) 


— 68 — 


Бь равномфрномъ движени пространегво, проходимое въ дан- 
ное зремя, пропоршюнально скорости; при данной скоростн оно 
пропорщонально времени; и, вообще, оно равно произведению вре- 
менн на скорость. 

Изь формулы (3) выводнмъ слВдуюция теоремы: 

Бь равном рномъь движенш скорость пропорщюовальна простран- 
ству, проходимому въ данное время; она находится въ обратномъ 
отношени къ времени, потраченному на прохождее данивго. про- 
странства; и, вообще, она равна отношению пройденнаго проетран- 
ства во времени, потраченному на прохождеше этого пространства. 

Наконець, изв формулы (4). завлючаемь: 

- Время, потраченное на прохожден:е даннаго пространства, обратно 
пропорщонально еворости; при данной скорости вреня пропорцо- 
„нально проходимому пространству; и, вообще, нремя равно отно- 
шенйю пройденнаго пространства въ скорости движучцагося т®ла. 

Каждая изъ этихь теоремъ потребовала. бы ‘отлфльнаго доказа- 
‘тельства, болфе иле менфе подробнато, если бы къ низъ подхо- 
хить непосредетвенно *); формулы (2), (3) и (4) дБлають ихъ оче- 
зилными для вофхь, зваконыхь съ общепринятыми обозначенями 
и съ величинами прямо и обратно пропоршональными. (Си. Арио- 
‚метику). 

‚ Привелемъ друтой приифрь. Въ геометрн докавываются сяъдую- 

ия теоремы: 

1. Двф окружности относятся между собою, какъ ихъ рахуен: 
другими словами, существуеть между окружностью Си ея раду- 
соыъ В поетоннное отношене Эт, и, слёдовательно, мы моженъ 
написать такую формулу: 

О == 3*=Е. <} 


2. Площади двухъ круговь относятся между собою, вакъ квад- 
раты ихь родёусовъ. 

8. Цлощаль вруга измфряется произведещемь его окружности 
ва половияу радтуса: другими словами, площадь круга 8 измфряется 


преизведенюмъ ху и мы имфемъ: ” 


ой ьих ии 8) 


*) Галилей, не унотреблазиий формуль, посвятиль 4 страницы энныт. 
теоремы "(Фпоттайа, Зетав, 42 Мо о оееемИ 3). 
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Изь посльдней формулы усматривается непосредетвенно вторая изъ 
приведенныхь теоромъ, что элощадь круз пропоршональна неадразиу 
радуя. Можно было бы и совефиъ не приводиль второй теоремы; 
по крайней нВрф, нёть необходимости доказывать ее отдфльно, 
разъ выведена формула (6). 

Ееди отравичиться изложенемь теоремт, не пряволя слбдствй, 
выраженныхь формулами, то завиенмость между теоремами могла бы 
отъ наеъ ускользнуть. ` 

$ 8. Нлассифинащя формулъ. — Амобраическимь выражещемь или 
козичеливомь называють совокупность буввЪ и чисель, соединенныхь 
нежду собою знаками дёйстый, Алгебраичесыя выражешя могуть 
заключать. въ себ шесть деть: сложеше, вычитане, умножене, 
флеше, возвышене въ стешень и извлеченю корней. Такъ, наир., 


пе ФУ у 
“УЬ 
есть алгебрайческое выражеше. 


Алгебраическое выражене считается рошональныямь, если въ 
него не входить извлечеше корней. Изъ двухъ выражений: 


} } — — 
На, удтры  УЕЕЕечь 
первое будеть ращюнальнымь, а второе нпррацональнымь. 

Такое злгебранческое выражеше, куда не входить дёлеше, ня- 
зывается цюлымь. Изь двухь выражений: 


а 
Тео", м 
Фи. ри 
цервое будеть цфаныъ, а второе-—дробнымь. 
Такое алгебраическое выражеше, куда не входить ва сложе- 
ве, ни вызитавще, называется одночленомь. Напр, выражены 


Твое, з 2?у суть одночлены: 


Въ одночлень различають хоибфищенть, 6 и воказатели. 
посяёхнихь. Коэффидентомь называется численный множитель, 
помфщаемый виереди и относящийся ко всему выражено. Въ выше 


ьприводенвыхь принфрахь 18 3 суть коффишенты, показываю- 
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ще, что количества а \е и 27у должны быть умножены’ соотвфт- 
3 
ственно на 13 и на 4- Показатель относится только ко той буквы, 


надь которою стоить. Тавь, напр. выражеше 134’5“е обозначаеть 
произведене: 


аХажажьжьжьжьжех 13. 


’ Одночлень, передь которымъ не поставлено возффищента, дол- 
женъ быть разсматриваемъ какъ такой, у котораго козффищенть 1. 
Также, ееди надъь буквою ве поставлено показателя, подразумв- 
вается повазатель 1. 

Ибеколько одночленовъ, соединенныхь знаками -- или —, с9- 
ставляють мноючлень или яолиномь, & самые одвочлены называются 
членами многочлена. Обыкновенно члены многочлена читаются ст, 


тВиъ знакомь, который стоить иередь ними. Напр., въ многочлен$: 
82? — бах" -- базе — 4а° 


отдёльные члены будуть: 84°, — бад”, -- беж, — 4а". 

Членъ безь знака впередя должен быть разсматриваемъ какъ 
такой, у котораго внереди стоить --. Члены со знакомъ -- ипе- 
реди ‘называются положеительными, а с0 знакомь — впереди-—0т- 
‚рицательными. . 

Многочлень, состояпйй изъ лвухъ членовъ, пазывается овучле- 
ножь или биномомь; состоящий изъ трехъ членовъ называется трег- 
членомь, и т. д. 

Измтрещемь или степенью цфлаго одночлена назызается сумма 
показателей букв, входящихь въ него. Такъ, напр. выражеше 
та’ с ееть одночленъ 6-го ивмфрешя или 6-ой степени. 

Еели веб члены многочлена одвой степени, то такой много- 
членъ называется однороднымь, ‘а показатель стецени — степенью 
однородности многочлена. Такъ, напр., выражеще: 54“ — За? 
++ 4аел— 26 есть одноролный мпогочленъ 4-ой степени. 

$ 9. Чмеленное значение алтебраичеекато выраженя есть число, 
которое получится, если вифето буквъ подставить туда ихъ чисден- 
ныв значемя и выполнить всё дфйстыя, указанныя знаками, 

Приветы къ числу алгебраическое выражене звачить найти его 
численное значен!е. 

Изь этого ‘опредвлешя. слдуеть, что можно разсматривать чие- 
левое значене многочлена, кавь разность между суммою чисяеи- 
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пыхъ значенй членов, передъ которыми стоить знавь --, и сум- 
мою численныхь эначеый членовь, чередь которыми стоить 
знакъ —. 

Если бы вторая сумиа превысила первую, то многочлень по- 
терялъ бы свое значене. Беворв увидинъ, какъ приходится раз- 
ематривать подобные результаты. 

$ 10. Подобные члевы и.ихъ приведене. — Члены многочлена 
навываютея яодобными, если составлены изъ однфхь и т%хь же 
букаъ съ одвими нтфия же показателями, кавъ напр., члены -- 1ба*%е 
и— 76. Два подобныхь члена могуть различаться только коэф- 
фиащентами и знадами. 

Можно веда иривестиь нисколько подобныхь чденовь къ одному. 
Въ самом далф, если въ многочлень будеть два ноложительныхь но- 
добныхь элена, назр., -- 7а*6 -| 9а*5, то ихъ можко замфнить однимъ. 
членомъ + 165. Если вотрётится два отрицательвныхь нодобыыхт, 
члена, вапр., — 795 — 94%. то ихь можно замфнить однамь чле- 
номъ — 169'5. Ески оба подобныхь члена — со знаками противоно- 
ложными, напр., -- 9а”8 — 75, то эта разность равкосильна -- 2а%. 
Если же встрётитея выражене {Г 145 — 90°, то, очевидно, его 
можно закфнить членонъ — 2а*5. 

Итвкь, чиобы привести мльсколько подобныхь членов къ одному, 

` составатоть сумму кооффицаеняиовь членово ‚со знакомь -|-, затльмь 
сумму козбфищентовь членовь со знакомь— ; посмь этою бычи- 
зпиють менышую сумму изъ большей и перефь получениьмь остоникомь 
ставять знакь этой послтдней. Наконець; къ полученному токимь 
образомь кооффищениму притисывенорть буквенное выражене, общее 
веъмь членамь. 

Напримфръ, иногочлент: 


Задб* —- рай — ба — а — да — тай р зав 


приводится къ двучену; 
10425 — ба". 


КНИГА 1 


Алгебраичесное исчислеше 


$ |. Равносильныя выражения. — Говорать, что два алгебраиче- 
скихк зыражев я фравносильны, если посл замфны каждой изь 
буквъ въ нихь входящихь какими-нибудь частными значеями, 
произвольно выбранными, мы будемь получать каждый разъ оди- 
наковыя численныя значеня. Такь, нанр., два выращеяйя: (и -- 5} 
в 4*-- Зар-- ® будуть равносильными. 

$ 12. Алгебраическыя дЪйстем, — Такъ какъ всякое алгебраиче- 
ское количеетво доджно быть разсматриваемо, какъ число, то алае- 
браическя `дьйсття опредфляють такъ же, какъ въ ариометик®- 
Но за то, съ другой стороны, эти дфйетвя невозможно довести ло 
конца, каКЪ въ ариометакв, лотому что оня производятся надъ 
буквами; и поэтому приходитея ограничиться только ихъ указашеиъ. 

Точно также’ и пмебраическое исчиелеще состоить ТОлько въ 
преобразованёи одной формулы въ друцую, ей равносильную, но балл 
провтую. | 

Нарр., когха замфнають произведене а*Х а* одвочленомъ а”. пли 
Уй- Заь 1 [9 черезъь а -|- $, то ироазводять такъ называемое 
алгебраичеекое хёйстые: ивогда говорять въ этомъ случаф, что 
умноженац на а” или извлекли ивадритный корень изъ а" -|- За —- 5*. 


ГЛАВА ПЕРВАЯ 
Аагебраическое сложенйе и вычитане 
1. Сложене Я ВЫЧИТАН1Е ОДНОЗЛЕНОВЪ 


$13. Правийе слощенн одночленовъ.-—- Уямбы сложешеть одночлены, 
пиишутаь -иуь рядомь днбъляя-Орут оть друш знаком»: |. Полу- 


а — 


зается таклиъ образомъ чногочленъ, который и есть искомая сумма; 
если есть въ немъ подобные члевы, то дёлають пряведене (8 10). 


Приифрь. — Сумма одночленов: 


4а, 35, 5с, 2, 69, 86 


4а -- 36 -- 56 -- 2а-- 86 | 3%, 
то приводитея въ 


ба -- %- 130. 


$ 14. Правило. вычиташя одночлемовъ. — мобы вычесть одинь 
одночлень изъ друло, пишуть первый посмь второю, раздняя ить 
знахомь —. Получается такнмъ образомъ двучленъ, который и есть 
иевомян разность. Еехи` оба члена. этого двучлена подобим, то онъ. 
приводится въ одночлену. о и 

Примфры: 

1) Равность одночленовъ: 


аз, И 
У 71а я УЗ веть ИТа — У35- 
2} Развость одночленовъ: 
ва в. ба" сеть Ва — ба, 


что приводится къ 
За". 
Эти даа аатебранческихь дёйстыя, наибол\е простых изъ веёхъ 
оетальныхь, не допускаютгь дальнёйшихь унрощенй. 


|. СложашЕ и ЗЫЧИТАНИЕ МНОГОЧЛЕНОВЪ 


$ 15. Принципы сложены и вычитайя мнегочленовъ, — Сложеще и 
зычитане многочленовъ покоятся на яфеколькихь принципах, въ 
воторыхь почти всё очевидны. Эти нранципы схфлуюцие: 

1. Сумна не измъняется, въ кахомь бы порядкт ни произвофить 
сложеще ея различнихь частей. 

. 8. `Нысленяее значеще мноючлена не. изтьняется, въ хакомь бы 
парядит ны были “налиссны ею’`члены. Въ самомъ” ДФЖЬ, 80 всБХЬ 
< ежучаяху ово будеть равно избытку сумиы членов со внакомь + 

"надь сущыою чаваону со зйажомь- ($ 9). 
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3. Чтобы прибавить къ- нъкоторому числу сумму нъеколить 
друнигь, доститточно прибавить кь нему посльдовительно каждое. изъ 
оэтить друмихь. 

4. Чтобы прибавить кь нюхоторому чисму разность двуть дру- 
зить, достаточно ярибавьть къ нему яервое и изь полученною 
‘результата влачвсть второе. 

5. Чтобы вычесть изъ нюкотораю числа сумму нъеколькихь дру- 
зижь, доспииточно вычесть изь нею посльдовательно фкаждве изь 
этить друмить. 

6. Чтобы вычесть изь нъкотормо чиза а разность ® — 6) 
Эвуль друиать, необходимо прибавить ко нему второе число в м изо 
резузынита вичесть первое Ъ. Въ самошь дЬЕЪ, разность двухъ 
чисель @ в &—6) не изыЪнится, если прибавить по одному и 
тому ше числу с къ уменьшаеному и къ вычитаемому. Избыто къ 
числа а надь числомъ ($— с) разенъ, слёдоватежьно, избытку чи- 
ела (в-- ©) надь ‘числомъ 6, т.е. онъ бужеть (а--е —5). - 

Эта принцииы выражаются слвдующими формулами- 


[6] 
(2) 
(3) 
(& 
а—@+д=а—ь— (5) 
а— 6 —д=а--е—в (® 


ЭНа основан ихъ мы можень дать слёлующя правила: 
7:38 16. Правияб сложения многочиановь,— Чиробы прибавить мноючлень 
къ ныхоторому числу, необходнмо прибавить кь нему веь члены со 
знажомь 4, м вычесть изь резульниитл вол, чаены 00 знакомь —. 
Цусть, въ самомъ хБяё, требуется прабавить къ чисзу Р мно- 
точдент: 
арфе а-е+р 


т.-е. выполнить дёйстве: 
Р+ ав е-а-е р. 


Нашь многочлень шо второму пряндзиу ($ 15) можеть быть на-_ 
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что равносильно по 5-му пранципу выражению: 
афер ба о. 
Слфдовахельно, требуемая сумма будеть: 
Р+@+:+0—@+4+9) 
По 4-му же принципу эта посяёдняя сумиа равносвльна, 
2+6 +6+0.04+4+49 
или, принимаз во вннизию трейй и пятый принципы, можемь 
сказать, что носяЪднее выражеще равносильно 
Рае а 
Полученный результать и есть вакъ разь то, что требовалось до- 
хазать. 
$ 17. Правило вычитаня многочленевъ. — Чнобы вычесть изъ ни, 
которое числа мнозочаень, необтодимо къ этому числу прибавить 
въ члены, стоящие въ мноочдеть со знакомь —, м изь резузитата 


вычесть воь остальные члены мношючлена. 
Пусть, въ самом дВдЪ, требуется вычесть изъ Р многочлень: 


а-ьфе-аефр 
т.е. выполнить дфйстве: 
Р— в — в е—а—е р). 
Нашт мноточленъ по второму и пятому принцицемь равен 


выражено: 
@е+р- @+4а+% 


сябдовательно, требуемая разноеть будегь: 
Р— (а +) —@+4+4]. 


Въ свою очередь на основанйи 6-го, 3-го и 5-го привциповь можемъ, 
написать: 

Р-Дафе-+ Фа =РФЯа — @еЮ== 
ее. ея . 


9. ; эеребовазбсь добщиль. 
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$ 18. Замбчане, —Такъ какъ порядокъ, въ вакомъ нисать члены 
многочлена, по 2-му принципу является безразличнымт, то прежы- 
дупйя правила можно высказать и тавъ: 

Фпоби прибавить мноочлень въ нъкоторону чисау Р, необхо- 
димо натихить веь ею члены посль Р вмюсть съ ить знаками. 

Чтобы вычесть мноочлень изь нькоторео числа Р, необходимо 
написать вст ею члены посль Р, измонивь знакь у кождало изь нихь. 

При томъ, еели ветрётятся подобные члены, слдуеть сдфлать 
приведеше. 

$ 19. Примеры на эти два дъйстыя. На практик, вели многочлены, 
надъ которыми пронзводять дЬйствя, содержать подобные члены, ихъ 
пишуть одинъ подъ другимь такъ, чтобы подобные члены стояли въ 
одвомъ и томъ ме вертикальномъ стодбнь; и тогда заразъ производять 
хакъ самое ДФЙстЬ, такъ и приведено. " 

Примфры: 

1) Выполнить еложене: 


42’ — Бойд — Ва’— даа”) -- Файт — 2 -- 7”) +- (90° — бад" + 527). 
Переставиюъ надлежащимь образомт, члевы, пишутъ: 


42 — да — 50% — 81° 


— а" 2х + то 
57 — бай 4.99 
и попучаюты 62' — 9аа* — За? -- Ва*. 


2) Выполнить вычитвн]е: 
(18% — 86" - 54° — 25°) — (24° — 4а® | 4% — 5%. 


Изивниъ знаки у членовъ вхорого многочлена, пяшуть: 


ба* |- Та — 8в'6* — 2 
— 20—46 — {р 4аё" 2% 
и получаюты — За 4 305 — вай ав. 


ЗП. УпРощЕНЕ ПОЛУЧЕНЕЫХЬ ВЫВОЛОВЪ 


$ 20. Услешя, на поторыхь вводять отрицательный числа, чтобы 
‘упростить излощеше теоремъ. — Тексть полученныхь выводоь мо- 
жеть быть упрощенъ ери помощи одного соглашеня, весьма по 
лезаго въ ангебрь, Ото Соглашение сроюнть въ Томь, чтобы раз 
`емазтрованиь „век Чдени-— кайт зододецущедьние, ить: и отрицатииу- 
пт тени ето жи 


16 — 


Такимь обравомъ, разнооть «— $ придется разематривать, 
хакъ резулмназиь сложенн в съ (— 5), те. 


а—5=а+ (5. (® 


Выранене (— 5), взнтое отдёльно и называемое отрицатель- 
нымь числомъ, но прюбрётаеть отъ этого никакого новаго значеня; 
тольво, выЪето того чтобы говорить: вычесть В, говорять: при» 
бавить (—- 5). 

Ооъласились также, что вычеть (— 6) все равно, что мриба- 
вить В, т.-е. 


а—(ы=афь ® 


Было бы абеурдомь искать доказательства для формулъ (1) и 
{2}: опредфлешя не доказываются. Необходимо, однако, замтить, 
что соглатеще, выраженное формуловю (2), есть естественное сл®х- 
стые перваго. Въ самомъ дёлЪ, если къ а прибавить (— 5), то но- 
лучвыъ по лервому соглашению выражене а — 5; если же теперь 
отнять оть полученнаго результата (— 5), то о второму со- 
тлашеню получимь а— 6-6 или просто а. Эти два дВйстя 
уничтожають такамъ образомь другь друга, что и должно было 
случиться. Но если не сдёлать второго согхашешя, то къ чиелу а 
прибавивь сначала, а затЪмь оть волученнаго результате отнявъ 
одно и то же число (— 5), мы вее-таки не получани бы чиска а. 
Это новое соглашеше необходимо, разъ привято первое. 

$ 2}. Общее правило сложена. — Эти два соглашевы дають 
возможвость высказать правило сложешя въ сяфдующей формЪ: 

Чтобы сложить два мноючлена, слъдцеть прибавить хъ первому 
ве% члены оторою, маковы бя ни были иж знаки. 

Нусть, въ самомъ дВлЬ, даны два многочлена: 


ао тв ть—4 
сумна вкь будеть (8 18): 


а ет п+ь-& 


8 привимая 30 внииаше ваши соглашен!я, полученный много- 
ялень можемъ переписать къ ТАкомЪ вихь: 


арене ть 9, 
то в бомвсно съ обидит праяилокт «ложаня. 
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22. Общее правило вычитания. — Т& же сотлашеня дают 
зозможноеть выскавать правило вычитавя. зъ слфдуюшей форм$: 
Чтобы вычесть нъкоторый мношчаень изь какою-нибудь коли- 
чества А, сльдует» вычесть послядовательно воь ©30 члены, каковъе 
бы ни быль изъ знаки. 
Пусть, въ самомь дфлЁ, требуетел вычесть изъ 4 многочленъ. 
т —п— р-- 9; известно (8 18), что разность будеть: 


Ат +2 —9 


а этоть результать, принимая во внинане наи соглашения, рав- 
ноенленъ зыраженыю: 
Ави я-ь 

что и согласно съ общимь правиломъ вычитаня. 

$ 23. Замфчане. — Введеше отрицательных» чисель дает э03- 
можноеть ‘добытые выводы изложить болфе сжато, ие прибавяян 
этимъ, вирочемь, ничего новаго. Далфе мы увидимъ, что цёль 
зведенн въ затебру отрицетельныхь чисель всегда будеть такова *). 

$ 24. Новое соглашеме, — Разность (а — 8) не можеть быть по- 
лучена, если В болыле а; въ тахомь случать условливаются разема- 
эпривать выражено (а — 5), какъ отрицательное число, равное 
ззбытну Ь набь а, те. 


= —6$— &). [6 


Это поелёднее соглашене вполн® естественно, и, не сдёвавъ 
ето, мы нарушили бы то полное сходство, которое наблюдается 
5 дЕйстыяхь: съ одной стороны, иадъ числами положительными, 
& съ другой—надь числами  отридательными. Въ самоиъ дфлВ, 
обозначивь черезь Я избытовъ $ надъ а, т.е. пабисвеъ: 
—@+4 
и вриложивь правило вычиташя ($ 22), получимт: 


а =а-—@и Я =а-а-а=--4 6-— а). 


а— 


а—== 


. *) Всв предыдупия объяснешя совершевво необходимы: ови показы- 
зають, что здъеь идеть речь совсвыъ ве о’томъ употреблени отрица- 

7 тезьныхь чисель, какъ ивкоторыть вельчинъ, которое отлить. накъ. 
зольво-при рышени залачь, первой: степени. вы 


и 


Такимь образом мы показываемъ, насколько естественно ввести 
это новое соглатене, но послфднимь разсуждешемь мы ничуть 
не доказываемь формулы (3). Въ самомь дфяф, разсуждеше наше 
оеновано ив приложения правила вычитаня ($ 22), даннаго лишь 
на тоть ‘случай, вогда самое вычатаще возиожно. Естественно и 
удебно распространить его на всё случан, оть чего ово все-таки 
ве становится менфе произвольнымъ. 


$ 25. Обобщене нфкоторыхъ выводовъ. — Только-что введенное 
соглашене даетъ возможность обобщить нЪкоторые выводы, которые 
безь этого пришлось бы принимать съ отраничешями: вапримфрь, 
формулу {4) 8 15-го: 
с @—-Бе-а-- в 


Эта формула очевидна въ томъ случа, когда а больше 5. Наше 
соглашене дфлаеть ее справеддивою во вефхъ случаяхь; въ са- 
момъ дфлЬ, если а меньше В, то по 8 24-му имфеит: 


а— — $ — а). 


& въ такомь случа, прахфняя посл®довательно первое соглашене 
$ 20-го и шестой принциль 8 15-го, получимь: 


+ @— =. —6-а=еа-ь 
Также въ Свлу НАЦТИХЪ соглашенй является сираведяивою и 
фориула: 
сш =ь+(е—9) 


при <Ья с «а. Вь сажожь ЛЬЯЬ на осповаши соглаше- 
вая ($ 24) 


я—=-Ф— я). 


Прилагая же 2-ое согланене $ 20-го и затфмь 4-Й и 2-й пряв- 
цины 8 15-го, получвемтъ: 


п @а-в нее о=еь-аь ео а. 


Съ ‘другой же стороны, въ силу предыдущихь согхаменй ‘в 24, 
$ 204), & 15 (6)] прис мевьшемь, ч6мь а, можемъ. написать; 


о 
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Слфдовательно, . 
—@ = е—а). 


Есля даже представить отрицательное количество буквою в, 
т.-е. не вводя знака-—явнымь образомь, то формулы сложен в вы- 
читан!я все-таки останутея въ сил, т.-е. будуть: 


А+ =Афж А—(-м=д-я, 
потому что, полагая т = — я, гл я— положительное, получаем: 


д—т=А—(-я=ая=А+ С 


Ат=А+(-я=А—в=А— (—»), 


что и подтверждаеть обё формулы. - 


8 26. Заибчане. — Въ алгебраическихь вопросахъ численных 
значення буквъ никогда ие ‘задаются заранЁе; поэтому, при выпол-. 
ненн алгебраическихь дёйстый, можло сомнфваться, не долучатся 
зи тая выражен, въ которымъ 'носл® нодетавовви туда числен- 
ныхь значенй буввъ не будуть уже примфнииы формулы, спра- 
ведливыя въ другихь случаяхь. Вслёдотые этого весьма важно, 
чтобы формулы прилагались во всфыъ возиожныюъ сдучанмъ; от- 
сюда становитея понятною огромная польза принятыхъ нами согла- 
ше! относительно отрицательныхь чиселъ, ` 


УПРАЖНЕНИЯ 


Два курьера М и № Фдуть по лныш ОВ. Въ моменть отъЪада одинъ 
изъ нахъ находился въ точкВ 4. а другой въ точкВ В, на разстоявыхь 
аи Воть точки О: дуть они въ ваправлеши ОВ с скоростями "и и, 
Найты формулы для разетояны = между обоими курьера по проше- 
стаи времени и для разстояны у между точкою О и свреднвою прямой, 
соедвняющей этихъ курьеровь по прошестьш того же времейн 1. 
6. (т 

= —в-|- (вт), вли я —2 + — Е. омотря по тому, будеть 
ли № впорбди или позади М; 
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|- ВЪ трехъ сосудах ваходится смфеь воды и вина: въ первомъ—а 
литровъ воды н $ литровъ вина; 0 второмъ--а’ питровъ воды и 6’ лиг 
ровъ вина; въ трельемь—а” литровъ воды и 5” литровъ вина. Беруть 
половиву смёси, содержащейся въ первомъ сосудь и вливають во ято- 
рой; затвыъ берутъ треть ввовь образовавшейся смен иаъ второго со- 
суда и вливаютъ въ трет. Найти формулы, ноказывающия, сколько въ 
отдьльностн вина н воды содержится нъ каждом согудь посль вебхт, 
смъшенй. 


‘Отв. 
Вода Вино 
® 
Въ -омъ сосуд 4 . 5 ; 
а ° 246. 


ва 2-омъ „ 


3} 
ба” За’ +в В -Ь 
т. 


въ 3мъ —, 


1Н. Два сосуда А и 4” выъотпмость которыхь г и м, нацоднены: 
первый —водою, а игорой--виномъ. Съ помощью лвухь кружекъ одияд- 
оной выфстимоехи черпають изъ каждаго сосуда по одиваковому объ- 
ему в жидкости м злизають въ А 10, ЗТо ваято наъ 4’, и обратво. Эту 
операцию производять три разв. Найти формулы, показыввющия, сколько 
стало вина И воды въ каждомъ сосудф посл вебхь этих сыфшенрй, 

т. 
Въ совудь А: 


еий 
комичесяво воды = | 7 


количество в 


въ сосудв д 


волнчество 


количество 


ГЛАВА ВТОРАЯ 


Алгебранческое умиожеше 


$ 27. ВЬ аебраяческомь умношенн разжичають три’ случвя: 
1} ужзожае одвочлена ия одночленъ, 2) умножеше многозжена 
ша одночжань, и’ обраино; 3}: умножеше миогочзена на иногочленъ. 
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1. УмножЕнтЕ ОДночлЕновъ 


$ 28. Правило уиноменя одночленовъ. — Нроизведене двух» 
одночленовь Ми М есть одночлень ММ. 

ежи 0б8 одночлена — пфлые, имфють воэффищенты и общя 
буквы, то результать можеть быть упрошенъ и получить тогла 
зазване выполненнаю произведеня двухь одночленовъ. Упрощене 
повонтся на двухь слфдующихь прикцицахъ, доказываеныхь въ 
ариометик: 

1. Произведеше нЪеволькихь множителей не зависить оть но- 
рядяа дВйетый. 

2. Чтобы умножить одно произведене вфекольвихь множителей 
ва другое такое же произведен!е, достаточно составить произведен 
изъ вебхъ этихь множителей. 

Пуеть, наприифрь,. М == 5460, М -= Та’. По второму 
принципу 


М — аааабе Ж 5, М == аваавсее ва ХТ, 
и, савдовательно, 
ММ -= ваваб бе Х 5 Ж ааавасссаа ХТ, 
откуда по первому принципу получаем: 
ММ — аиолааоваФБолссда Х5 ХТ. 
Прилагая енова второй иринцинь, ижфемт: 
ММ = ое Х 35, 


или 
ИУ = Збае. 


Этоть иетодь-—обнзй и приводить кь слёлующему правилу: 


Чтобы получить произведение доуть цтьныхь одночленовь, состав- 
аяють произведение изъ кооффицентовь, улдомъ сь нимь съ нра- 
чей стороны енеуии. ый ‚разу `есь буквы, встрочаюиияея въ обоить 


хакая-нибудь буква входить только въ один одночаень, то вв пи- 
зуть въ произведены съ ея показателем. 

$ 29. Произведен нфскольнихь одночленовъ. — Только-что полу- 
ченное правило даеть возможность составить произведеше кажого- 
угодно ‘числа одночденовь. Въ самомъ дЁЖЬ, длн этой пЪли 
достаточно умножить первый одночлень на второй, полученное 
произведеше, представляющее таже одночлень, умножить на 
трет, затЪмь новое произведеве на четвертый, в т. д. Тавъ, 
папринрь, 


тазб?е Ж БР Ый Х За Х 2аде — 560’. 


Отсюда можно заключить, что ю-ая степень одвочдена полу- 
чится, еслн возвысить въ т-ую стелень козффищенть и умно- 
жить на т каждый изъ показателей. Такъ, напримфръ, 


(ботбе" == бт", 


1. Умноженитя многочленл шл одночлень 


$ 30. Правило умножения. — Пусть требуется умножать много- 
члепъ 


Р=а—Ье—а 
на одночленъ зи (а, 6, с, 4 -— каше-утодно одночлены). Для боль- 
шей ясности мы различииъ нфоколько случаен. 
1. Одночлень т предетавляеть дфлое чиело. Въ этомъ случаЪ 


умножене приводится къ сложеню яь многочленовъ, равныхь Р, 
тв. 


Фь{в— {еврея @ 5-е _@-+.... 
что по нравилу сложения ($ 21) равносильно равенству: 

Ри = ат — 9% Ест — т. 
Отеюда мы видимъ, что каждый члень множинато умножается на 


множитель, сохраняя при этомъ свой знадъ. 


2. Одночленъ т предетавлиеть дробь вяля ь 


Ро хдВ р— цлое 
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1 
число. Въ этомъ случа. какъ изабетно, умножить на -- все равно, 
р 


ато взять р-ую часть отъ множимаго; результать будетъ: 


потому что, умноживъ это выражеше на р, мы по предыдущему 
{когда множитель представляетъ цфлое число) получимъ енова мно- 
жижое: (2—В-- с — а). Эта же послфкняя формула можеть быть 
представлена въ видЪ: 


1 
Чета. 1, 
5 бр 


или 


Ра — ат — ит | ст — 4", 


кавъ и въ первомъ случа. 


3. Одночлень т представляеть дробь вида Умножить" на 1 


значить повторить р разъ 4-ую часть мвожимато. Но второму слу- 
чаю множимое, раздёленное на 4, будеть: 


1 1 1 1 
а. В. её. а. -; 
Я ет й 9 


уиножая полученное выражеще на р, ваходимъ: 


р р в р 
а. — в. с. —9.-, 
9 9 ы Ч Ч 

потому что умножить -ую часть какого-нибудь числа (въ `данномь, 


елузав каждаго члена нашего многочлена) на р все равно, что 


УмножЕть это число шаг. Переписывая послфднюю формулу въ 


зидф: 
Ра = ат — 59 ов — @т, 


замфчаень, что ираввло умножещи остается то же самое, что и 
въ первых двухь случаяхь, & именно: чтобы умножить мною- 
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чаень на одночлень, умножеиоть отдьльно каждый члень мнолочлена 
на одночлень, не измтняя ить знаковь. 


Такь какь наши множители представаяють собою числа, то 
проязведен!е не изифнится, если ихъ переставить (8 28}, а въ та- 
комъ случа только-что выведенное правило умножен!я иногочлена 
на одвочлень будеть отяоситься и къ умпоженю одночжена на 
многочлен. Напрянфръ, оба произведена: ' 

(За — 5076" -- вай? — 45*). 56°, 
баё". (34% — баб" - баб? — 45%) 


дадуть одинъ и тотъ же многочленъ: 
Та — 250%* -|- З0аФйе" — Обаве, 


$ 31. Вынесене общего множителя за ‘сиобни. — Полученная въ 
предылушемъ параграФБ форитла: 


(те —Ят— ат — М + ст — @т 


показываеть, что если всЪ члены многочлена (4 — $ + ст-— &=) 
<одержать общаго иножителя з4, то его можно опустить вь каж 
доиъ изъ викь, что дасть мвогочденъ (а фе — 9), и этоть 
послёдый умножнть на же, т.е. написать (а—В--е—@т. Это 
называется вынесенежь обииио мномлинеля эа скобки. Такъ, напри- 
мбръ, члены мвогозлена: 1245“ — 8а'2? -|- 16'=° содержать общаго 
множителя 46°’ и иотому мы можеих написать: 


122‘ — Вах" +- 164% == (Вад” — 2а* -- 44°). 10%". 


Ш. Унножекнте МНОГОЧЛЕНА НА МНОГОЧЛЕКЬ 


$ 32. Случай, когда оба многочлена содермать члены, отдёленные 
другь оть друга тельке знанвмь --. Пусть требуется умножить 
многочлень Р=а--Ь--е на многочлень Ф=р а -;; & Ве 
р, а, г обозвачають кава-угодно числа, которыя, въ свою очередь, 
могуть быть представлены алгебранческими зыраженяия, болЪе 
или менже сложными, Шо иравилу 8 30-го мы моженъ нависать: 


20= Ра) =№+и+Ь, 
ви 
`=@-+ь-+дь-- ада и 5+ 0. 
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Прилагая опять къ каждому изъ этихъ произведенй правило 
$ 30-го, получимъ: 

Р= рт тотчтитатетит а 
Отсюда выводамь такое правило: 

Произведене двухь мноючленовь, члены которыль— попомбительные, 
веть также иноочдень, ривный суммъ произведен, получаемыть оть 
зумнооженёя хадедало члена нервало мноючлена на казедый члень второзо. 

$ 33. Случай, когда оба иногочлена содержать члены со знакомъ — 
впереди. — По 2-му принцилу 8 15-№ мы можемь составить во 
множикомт, одну группу изъ членовъ со знакомъ -|- внереди и другую 
изъ членовъ со знакомь — впереди. Назовемь эти грувлы черезъ А. 
и В Черезь Си Г назовемъ подобныя же групы во множитеду. 
Товда наши многочлены будуть: 


РЕА-В 9=0-—Р. 


Нрилагая къ нимъ правило $ 30-го, пишемъ: 


29 = в(6— р) =Р0— Р=(А— В) — (А-В) Р. 


Прилатал опять то же правило къ каждому изъ полученныхъ чает- 
ныхь произведенй, имфемъ: 


Рф = {АС — В0) — (АР ВР), 
что по правилу вычитанк многочленовъ (8 22) даеть: 
79 = А6 — ВС — ар-+|- ВР. 


А такъ какь АО, ВО, АР в ВЛ суть произведевя многочленовъ, 
состоящих» изъ положительныхь чяеновь, то эти произведения 
можно выполнить по правилу 8 32-го и затёкь произвести вс% 
сложеня и вычитаня, указанныя въ послфдней формул. Такимь 
образомъ мы нолучимъ одинъ многочленъ, который и будеть тре- 
буемымъ произведененъ. Пронаведев!е двухь многочленовъ всегда 
можеть быть замфнено однниъ мноточленомь, пазываемымь часто 
ить выполненнымь произведетемь. 

$ 34. Правило [умиотенй двухь многочленовъ, — По формуланъ 
двухь предыдущихь параграфовъ мы прежде всего замчаемъ, что 
провзведове РФ содержитЬ нь себЪ ‘провозедешя каждаго изъ 
Зленову: ыножнивго на каЖкЫЙ изъ членовь множители. 91 же 


касается знавовь при каждонъ изъ членовъ произведешя, то легко 
зидфть, что проязведеше АС, гдЁ ве члены каждаго изъ множи- 
телей со знакомь --, дають члены со знакомъ -- въ общемь про- 
изведени РФ; также даеть члены ео знакомъ -- въ общемъ про- 
изведен и произведене ВР, тдё всф члены важдато изъ иножите- 
лей со знакомь —; наобороть, проязведейя ВС’ и АЛ), гдь члены 
одного множителя со знакоиъ --, а другого — со знакомь —, въ 
общемъ произведения даютъ члены со знаком’ —, Отсюда выво- 
димъ слёлующее правило: 

Утобы умножить один» мноочлень на друюй, умножають каж 
Фый изь членовь множимало на каждый изъ членовь множителя и 
приписыванить знань -- пмъмь членамь произведещя, которые полу- 
чены оть умноженая Членовь, входящихь въ оба мноючаена съ одн- 
наковыми знаками, и знакъ — этьмь чаенамь произведещя, кото- 
ме получены отъ умноженя членовь, втодящить въ данные мною- 
члены съ различными знаками. Еемь получатся подобные члены, зю 
Оълають приведеше. 

Правило знаковь можеть быть представлено слфлующею та- 
блицею: 


$ 35. Упрощенный способъ изложеня полученныхь вызодовъ. — 
Предыдущее правило можно изложить короче, если разсматривать, 
подобно тому, какъ это мы едвлали въ 8 20-омъ, члены со знакожъ — 
ЕаБЪ отрицательныя числа, приложенныя ‘кь предшествующимь 
чденамъ, и ввести вромЁ того слёдующя опредьленя: 

Произведен отрицеинельний чшела (Ш— а) на положительное 
чнело $ равно — (в. В), т.-е. 


СФ0=—@.5` @) 
Произведеще двухь отрицательныхь чноель (—а) в (—6)} равно 

<.Б, т.е. 
99 =а. 2 


ПосхЪ такихь соукииенй празило умножен!я можеть быть ивло- 
жено такъ: иронзведеще дуть мноючленовь равно сушшь произведен 
‚ важдаю мзь чаеновь” жножиман на каждый чезь членовь множителя.” 
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Въ самомь дфлЁ, пусть, наприм®ръ, дано умножить (@—5) на 

(Я). Шо правилу 8 34-го получамъ: 
ас — в — а -- Ы, 
& это, приняйь во внима! наши соглашен!я, можемъ написать 
въ видь: 
ас + (Ве + Фа+(-9С-9), 

что какъ разь и есть сума произведен каждато изъ членовъ, 
ди — 6, множимаго на каждый изъ членовъ, си —@, множитеда. 

$ 36. Замфчане 1. — Нельзя искать доказательства для формуль: 


о 90) 4, (-д(В=4, ` (2) 


такь какъ онф только опредфлевя. Блаюдаря этимь опредьлешямь 
можно офаничиться однимь правиломь, общимь для воють случаевь, 
хаке момуть ветуимтииться при перемножени зноючленовь. 

$ 37. Заифчане И, — Мы зидфли (8 33), что 


9 пли (А— В) (@—Р)=40— Вб— Ар-- ВР, (8) 


при чем А и С должиы были быть соотвфтетвенно больше, чмъ 
В и 1); вослф нашихь соглашенй эта фориула становится спра- 
вехливою во вофхь случаяхь. 

Въ самомъ дЁлЬ, предноложннъ, что одивъ изъ множителей, 
напримврь, первый — отрицателенъ, т.-е. 


Аа<в СБ. 


Въ такомъ случай по $ 24му А-В = —{В— А), и мы иожемъ, 
принимая во вниман:е первое соглащеше (8 35), написать: 


2% или (А-В ((— 1) (В— 4) (6—2. 


Выполняя же произведене по правилу 8 34-го, получаенъ: 
Р9 =: — (Во — 46 — ВВ -- 41), 

или, по соглашению $.24-го, . 
Р0=-— В0+ 404 ВР АР, 


что совнадаеть съ форшулою (3), если не обращать вниман!я нё 
`порздоктъ’ членовъ. 
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Предположимъ, во-вторыхь, что обВ разноети, (4А— В) и (0—Р), 
отрицательны; приноминая 2-ое соглашене 8 35-го, говоримъ, что. 
проязведене ихь будеть такое же, какъ есдя бы он® обф были 
положительными, т.е. 

Р@ наи (4А—В)(0—Р)=(В—А)(р—6) =ВО—дП—ВОе-+ 46, 
что также совнадаеть съ формулою (3), если не обращать внима- 
ян на порядовъ членовъ. 

$ 38. Замчаше #1. — Виредь мы будемъ представлять веяюй 


многочленъ, каковы бы ни были знаки его членовь, под видомъ: 
«о ефр+еь, 


гДЪ а, В, с, р, 9, г обозначаютъ положетельныя или отрицатель- 
иыя числа. 
Наприиёрь, формула: 

ав 26, а) 
получаемая непосредственно по правилу умножен!я, будеть поэтому 
«праведдива, каковы бы ни были знаки воличествь, представлен- 
ныхь буквами пи В. Предположимъ, что Ь есть отрицательное 
чнело (—5'); тогда предыдущая форыула преобразуется такъ: 

ею С), 

или, принимая во внимаше соглатеня $ 35-го, 


ее. @) 


Мы видимт, что форыулы, выражающая ъвахрать суммы и квад- 
ратъ разностя, приводятся такимъ образомъ къ одной. 
Точно также язь формулы: 
ав = а’ За за Ь (3) 
получаемой изь равеветва (1), если обЪ его части умножить на 
(«— 8), можно вывести формулу: 
(@— В) = а — за 325" —5*, {4 
предположивь, что $ представяяеть отрицательное число (— 5’). 


Мы видимъ, что формулы, выражающя кубъ оуимы я вубъ разно- 
сти, также" приводятся къ одной. 
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$ 39. Заифчане У. — Формулы: 
40 ([-5=—0% (—9(-9=+ {2} 


выражають налти соглашеня при томь предполомеши, что ви ф 
положительных числа; но легко видфть, что по т№мъ же соглаше- 
янь эти формулы будуть справеднявы и тогха, кола а и 
$ числа отрицательныя- 

Вь самомъ дёлЬ, первая формула можеть быть прочитана апт: 
Если в. какомз-нибудь произведещи перомьнить знакь у одною изь 
множителей, то произведеще таке перемьнить знакь, не ‘изит- 
вяя своей величины; зторая же -— слфдующимъ образомъ: Если въ 
какомь-нибудь произведени перемьнити знаки у обоихь множителей, 
это произведеще не измънится ни мо велимини, ни по знаку, 

Оба эти предложея очевидны зъ силу нашгихь соглашений: раз- 
‹сматривая произведене а двухъ кавихъ-угодво множителей, мы 
товоримъ, что произведене будеть положительное (8 35), если оба 
мвожителя одного и того же знака; если же изиВнить знакь 
у одного изъ нихъ, то они яватея тогла съ различными знаками, 
и произведене ихь станеть отрицательнымъ. И обратво въ 
томъ случа, если сначава оба нвожитедя булуть съ различными 
знаками. _ 

$ 40. Замфчане У. — Произведензе нъскольниль множителей, изъ 
воторыхъ нёкоторые — отрицательные, опредЪ№дяегся такъ же, какз, 
въ ариеметив%: это есть результатъ, который получится, если умно- 
жать первый множитель на второй, полученное произведене — на 
третй, новое произведен — на четвертый, и т. д. до конца. 

Отсюда вытекаеть, что ироизведеще будеть имють ту же абсо- 
дютную величину, какъ ссаь бы всю мнооюители были принимаемы зи 
положительные, а знакь будеть +, если число отричательныхь 
множителей будеть четное, в —, если число отрицательныхь мно- 
жителей будеть нечетное. 

Для доказательства этого замфчаемъ, что можно всегда ввести 
въ вачествв перваго иновителя --1. При поелЗловательныхь 
умножещяхь для полученя нашего вроизведеня первоначальный 
звакъ, который теперь будеть у нась --, измфнится стольво разъ, 
«волько отрицательныхь множителей; и тавъ какъ два посл до- 
вательныя измёнешя будуть давать -|-, то, очевидно, знакъ -{- 
Фудеть тогда, когда число изыфнен# будеть четное, и знакъ —, 
БогдаА чиело ихь будеть нечетное. 
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Изъ прелыдущаго ясно, что четныя степени отрицательнаго 
числа суть числа положительныя, а иечетныя — отрицательныя. 


$ 41. Опредфлене дбленя въ томъ случаф, когда дЬлимое и дё- 
литель не будуть заразъ неложительными. — Если опредфлять част- 
ное двуть чисель Аи В, какъ такое чиело, которое, будучи умно- 
жено на дфлителя В, даетъ дёлимое А, то въ силу нашихъ согла- 
ен абсолютная величина частнало не будеть зависить отьъ зна- 
зову бълимаю и дълителя, п само частное будеть положитель- 
нымь, если дълимое и фьмитель одною знака, и отрицательнымь 
въ противномь случеь. 

Въ самоыъ дЬлЬ, если дфжимое — положительно, частное должно 
нибть такой ще знакъ, какъ и дфлитель; а если дфжимое — отри- 
пательно, частное и дфлитель должны имжфть знаки разные ($ 34). 
Это правило знаковь иожеть быть представлено схбхующею та- 
Ятицею: 


а: 


$ 42. Умножене навого-угодно числа многочленовъ. — Чтобы лере- 
мноосить насколько многочленов, слтдуеть сначала умножать пер- 
вый изь нить на второй, полученный результать— на зпретй, и 
т. 9. Такъ кавъ произведеше двухь многочденовь даеть веегда 
кногочнень, то для составлешя произведеня какого-угодно чиела 
многочленовъ достаточно знать, какъ перемножить два много- 
члена (8 34). 

Пусть будеть дано перемножить ифеволько многочленовь: Р, 
Р, Е, Р, Ужножая Р, из Р, позучимь произвелене 0, всё 
чдены котораго суть нроизведеня всфхь чаеновь Р, вв веф члены 
Е 6 35). Умножая далфе ©, на Р„ подучимь произвежене 0; 
которое будеть сумиою произвеленй всбхь члевовь ©, на ве 
члены Р» т.е. оуимою нсевозможныхь произведен, изъ которыхъ 
каждое составлено изъ трехь: множителей: одинь взять изъ 
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членовь Р, другой — изъ членовь Р, и трей — изъ членовъ 
Ъ,. Далфе, умножземь 9, на Р; получаемь произведене ©., кохо- 
рое будегь суммою произведенй вефхь членовъ ©, на во члены 
Р, т.е. сунмою всевозможныхь произведен, изь которыхь каж- 
дое составлено изь четырехъ множителей, взятыхь. соотвЪтетвенко 
изь членовь нашихь многочленовь Р, РВ, Р, Р,. Это раястк- 
дене можно продолжать безконечно, я мы увидиюъ, что ироизве- 
еще мноючаеновь: Р, Р» Рь...,Р„ веть сумма воевозможныхль 
преизведенйй по п множителей въ каждомь, при чем одинь изь нить 
ззить изь членовь Р, друюй — изъ членовь ТР» трей б— изь чле- 
новь Р‚,..., п-ый-— изь членовь Р,. 


Ту. Птойзвеценьи МНОГОЧЛЕНОВЪ, РАСПОЛОЖЕННЫХЬ ПО СТУПЕНЯНЪ 
БАБОЙ-БИБУДЬ БУЕВЫ 


$ 43. Что значить расположить многочлень по стеленямъ наной- 
мибудь буцвы. — Расколожещть мнозочлень по степенямь какой-нибудь 
буквы, называемой въ этомъ случаВ мавною, значить растоловить 
его члены въ такомъ норядяф, чтобы показатели этой буквы, начи- 
ная съ перваго члена и ло конца, шли бы, или все умевьшаясь, 
или все увеличиваяеь. Такъ, напримёръ, многочлень; 


82” -- За 2 — т — ИЕ 


раеположенъ по убывающимь счнепенямь буквы х, я многочленъ: 


50 — 30$ — баб? 45° 


— по возрастающимь степенямь буБвы В и въ то же время по 
убывающимь стененямъ буквы а. 

Многочленъ сзитдется яолнымь, вели содержать ззавную букву 
во вефхъ стешеняхъ, начиная съ высшей. Первый изъ двухъ пре- 
яыхущихь многочленовъ-—полвый, второй неполный, тавъ как въ 
земъ нецостаеть члена а'5". Полный многочлень завлючаеть въ 
себф членовь ва 1 больше самаго выстаго показателя главной 
буквы: это происходить оть того, что въ чакомъ ымногочленв дол- 
женъ быть членъ, не содержаный ‘вовсе главиой букны, или, что 
всё ривыо, содержанй ев вЪ нудевой степени: 
`` бели  ифекольво ‘чденорь многочлена содержать главную 
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букву въ одной и той же степени, то всБ эти члены соеди- 
НЯЮТЬ ВЪ ОДИБЪ, вынося за скобку степень этой буквы (8 31 
полученный, кажъ множитель, многочлень нринимаетея за коэффи- 
щентъь при этой степени. Этоть козффищенть заключають въ 
<вобки, али же располагають въ вертикальномъ столбцв съ лёвой 
стороны стеменя. 


Прижфръ, —Многочлень: 
«аа? — аби Бар - Зазай — Чая — оз — аб а я 4 За? — зай 
по предыдущему напишется въ такомъ видь: 

ар 4+ Фа — Нм — (тр иул 4 (да зари, 
яли же въ видь: 


а в [и 
ра И ой, рамы | 
3% Г 


Вертикальная черта такимь образомь отдфлясть каждую степень 
главной буквы оть ва козффищента. - 


$ 44. Примфры умножежи, когда многочлены расположены по сте- 
‘зенаиъ каной-нибудь буквы.—На правтахВ располагають оба мно- 
жителя по стеленямъ одной и той же общей буквы, если таковая 
7 нихь есть, и множитель инигуть, ваКЪ въ ариожетикь, поль множи- 
мынъ. Частных произведеня миожимаго на каздый членъ иножителя 
явятся въ такомъ случаВ расположенныии по степенимъ той де 
самой главной буквы; поэтоиу подобные члевы легко будеть раз- 
ивстить одинъ похъ друтинъ и затёыъ едфлать приведене. 


Пришфрь 1, — Даны два лопныхь многочзена: 
Множимие. (0... Зов — Биде — Чей 7 Ш в" 


Множитель 0... ай бай — Зе ва" 


2... ви 
Произведены ! —5а2?... бабе — Збай ара 
множвмаго ша | Вий... — забей Пай рай. ба*х 
44°... 
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Примфрь И. Давы мвогочдены ‘неполные. Въ такомъ спучаЪ остав- 
дяють эъ произведен пустые прожежутки, чтобы можно было разм- 


стнть подобные члены одивт, подъ другимъ. 


Мвожимое 5а°—За Заз?" 
Мноявтель ,....- абы . 
. . — ва 4- за 
Произведен | би. аби. 1506? И — дай’ 
можимаго ва | ор. ло” 604 да 4.98^ 


Унрощенное пронаведене: 154*— 9, 


Примфрь Ш.--Даны таво чвоточлены, у 


у котормхь ко: 
также многочлены: 


25а 19а —6а*514- 130865. ва?“ 


6-9, 
эффищенты суть 


и оо ия ва Це Зы 
Множимое | — 246 | - 48 р ар] зы 
м} 
ва фа | 
`Мвожитель Дюр чи | 
- | 
о7-р Зайбние ^^ 
| ры 
а зем | 
а зб | 
ие 
Е 
Вр ав Г — ФГ 420%, 
} Зеазь: ам 
21 —иы 
р | —>» В : 
ё | | 
ЕЁ | р 
а ] | | 
В] а Гр + — Зо 
| | афера 
| Раы и 
дв а, {ай —- аа, за 
Поаи Кио Поы ый 
| в 
59 За р аб м2 30 ре — Зо 
РН, Ра 
55) за, Чей оЗаиы, Чоачи! ром Зое 
а ты | а: 43ай. — за Рай" 
ВЕ Ног ав | р ав 
ы& . | РИ | 
>В | В } | 


Мы вадимъ, что въ атомь случав выкладки сложифе, но правило 
веегда: одво и то же: умвожають вов чдекы множвмаго ва веб члены. 


ивожителя и двлають приведен иддобныхь: члевовъ. 
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\. ТЕОРЕМЫ И ПРИЛОЖЕНИЯ 


8 45. Наименьшее число членовъ преизведеня. — При умноженй 
многочлена ва многочлень мы видфля, что произведене можеть 
заключать подоблые члены, приводящеся къ одному. Но есть въ 
зазидомь зциизведени, чо крайней мтрь, два чаена, которые че 
павъкивь себъ подобнызь. Такими членами будуть произведеня пер- 
ваго злена множемаго на первый членъ множителя и послёднято 
члена иножимаго. на послфды!й члезъ множителя, еслв и мвожя- 
иоё и множитель расположены по убывающимь стененямь одной 
и той же буквы. ` 


Въ самомь дфлЬ, всяв члень нроизведешя есть ироизведене 
одного изъ чденовь иножимаго на какой-нибудь зленъ множителя 
и показатель главной буквы всякаго члена произведешя есть сукма 
показателей главной буквы въ тёхъ иножителяхь, изъ которыхь 
составляется этоть членъ произведен!я. Слёдовательно, въ произве- 
денёи перваго члена миожныето на первый членъ множителя пок- 
затель главной буквы всть сумма наивысших показателей ея, встр®- 
чающихея во иножимонь и во множитель; веявй другой чненъ 
ъпроизведеня будеть имфть главную букву въ боле низшей сте- 
пени. Также въ производени цослёднихь множителей поназатель 
тлавной буквы будеть сумма наинизшихь ох степеней, вотрчаю- 
щихся во множимомъ и во множитель; веф друбе члены произве- 
ден!я будуть содержать главную букву въ болфе высшей стедени. 
Поэтому эти два члена произведеня подобныхь себЪ имфть не могутъ. 


Произведен двуть мноющаеновь или мноючдена на одночлень 
будеть состоять, по крайней мтрть, изъ двухь членовь. Можетъ слу- 
читься, что другихь чденовъ, кромф этижь двух, въ произведения 
не будеть. 


Примфрь._Множимое, ... М фича 
Множитель. 


Упрощенное произведеше.. _ 
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На этомъ примрё мы вилииъ, что въ произведеши уничто- 
жились веф члены кромф перваго в послфдияго, полученныхь отъ 
перемноженя между собою соотвётотвенно иервыхь и посдёднихь 
членовъ иножимаго и иножителя. 


$ 46. Замфчане, — Если оба многочлена содержать но н®еколько 
буввъ, то ихъ можно расположить послёдовательно мо степенлыь 
каждой изъ нихь;, и прилагая каждый разъь предыдущую теорему. 
можно будеть получить нфсколько членовъ произведетя, не имёю- 
шихь себ подобныхь. Нусть, напр., требуется перемножить два 
многочлена, расположенныхь по степенянъ а: 


а — ры, ибо. 

Члелы произведен: а*.а’ или, что вее равно, а и (— 5“) (— 95°) 
ли, что все равно, аф' не будуть имфть себф подобныхь. Распо- 
ложивъ теперь наши многочлены по степеняыъ 5, т.-е. представяеъ 
пхь въ ид: 


ааа 


ав? а +, 


замфчаемь, что члены произведеня (.— а*6*\— в’) и а'.а° или. 
что все равно, 96” и а” не будуть имфть себВ подобныхь. Члень 
2" быль уже получень раке и мы находимь только три различ- 
выхь члена произведеня, которые не будуть имЪть себф подобныхь 
и, сяфдовательно, останутся безъ приведены. 


$47. Наибольшее число членовъ произведения, — Произведеше мио- 
жимаго ва одинъ изъ членовъ иножителя содержить столько чле- 
вонь, сколько ихь во иножимомъ. Поэтому, если въ произведени 
нЪть подобныхь чженовь, то число мленовь вееш произведёня будеть 
равно произведению числа членовь множимио на число чденовь мно- 
экителя. Очевыдно, что это будеть намбозииииь числомь членовь 
произведен. 

$ 48. Однородныя произведена. — На основаши предыдущаго 
хожно высказать такую теорему: ^ 

Произведеще нюсколькихь однородныль мноючаеновь (8 =) есть 
зпикоже однородный мноючдень, степень однородности котора вслнь 
сумма отеноней однородность отдильныь иножителей. 

$ 49. Теорема. — Промзнедене суммы двуть чисел а и В на ить 
разность равно разности” нвадраттовь отихь. чисель. Эта теорема 
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зытекаеть непосредственно изъ приложеня правила умножея къ 
произведению (а 5) на («— 5); получается такая формула: 


Эта формула въ особенности важна твиъ, что служить для ра3ло- 
экеня разности двухь квадратовь на два множителя, изъ коорьхть 
9динь есть сумма, а друюй — разность ить корней. 

Приифры: 


Пе © Фи 20 заб да" В, 


$ 50. Теорема. — Коадрать мноючлена равень суммь квадратовь 
верть еб членовь, плюсь убвоенноя сумма ить произведени? между 
собою попарно. 

Эта теорема уже извфетна для двучлена: 


аа 2% -+- И. 

Ее легко доказать и для трехчлена (а-Ь-- г), еели обозначить 
черезъ 5 сумму двухъ первыхьъ членовъ а-|-; дВйствительно, при- 
лагая предыдущую формулу, находимъ: 

° ава ж- и. 
Замфнивъ теперь в его значешемъ и выполнниъ дВйетвз, получимъ: 
@ь-р д: =@- 5 2-е 
= аа ав вере? 
=и-и-е-р 206 + 2ае + 95. 


Теорему эту легко распространать и на многочлень изъ и 
членовъ: 


Рае... ТЕТ !. 


Для этой цфли обозвачимъ черезъ 8 сумиу (»—-1) первыхь чле- 
новь и тогде мы можемъ написаль: 


Рае... +++ 29-2. 


Предиолатая, что теорема справедлива для многочлена $, состоя- 
3* 
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щаго изъ (в—1) членовь, т.е. что 5" состоить изь суммы ква- 
дратовъ членовъ: а, $, с,...,Ё и ихь удвоенныхь ‘произведений 
между собою попарно, мы видимъ, что она справодлива и хля мно- 
точлена, состоящаго изъ и членовъ. Въ самомь дёль, остальные 
два члена: 2% и Р дають недоствюния удноенныя произведен 
вевхь нервыхь (#-—1) членовъ на $ и недостающий квадрать по- 
слднято члена. —А тавъ вакъ теорема справедлива два трехчлена, 
то она будеть по хоказанному справедлива и для четырехчлена; 
будучи справедливою для четырехчлена, она въ силу т№хь же раз- 
сужденй будеть справедлива и для пятизчлена, в т, д. Такимъ 
образомъ теорема справедлива вообще. 
Теорему эту можно представить сл6дующею формулою: 


(3а! = ха” -- ау, 


тАБ знавъ 2 обозначаеть сумму членовъ, аналогичныхь тому, при 
которомъ этотъ знакъ поставленъ. 

Способъ, ври помощи вотораго мы только-что оть частной фоу- 
мулы, т.-е. справедливой для отдфльнаго случая, перешли къ общей, 
употребляется весьма часто въ алгебр и поэтому долженъ быть 
отифченъ. 

Когда хотить получить на практивЪ квадрать мвоточлена, то 
примфняють не формулу, выше хоказанную, а самый ходь дока- 
зательства, послуживтий для вывода, этой формулы, т.-е. составлають. 
хвадрать перваго члена, удвоенное произведенще перваго на второй 
и ввадрать второго; затёмь удвоенное произведен!е суммы первыхь 
двухъ на трей и квадратъ третьято; посл этого удвоенное про- 
изведеще суммы нервыхь трехь на четвертый и квадратъ четвер- 
таго; ит. д. Кром того, чтобы облогчить приведе нодобныхь. 
члековъ, самое вычислене располагають тавъ, чтобы каждая гори- 
зонтальная строка оканчивалась квадратом одного изъ членовъ. 


Примьръ. — Пусть требуется возвести въ квадрать многочлень: 


ав иен 
Будемъ имфть: 
9 
лат бай 
Е — З0а*  40аз? | Вай 
Е Этой — 1баная — Зам? - дай 
ЕЕ — бам вв ай че 
Е — Зал? — отб 5х? | За — Пай | 14042 — дате 4-48. 
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$ 51. Замёчане. — Авадрать мноючлена содержить, по крайней 
мы, четыре члена, ие имьющижь себъ подобныхь. Эти члены бу- 
дуть два первыхь и два послёлнихь, если многочлевъ располо- 
жень по степенямь какой-нибудь буквы. Въ самомъ дёлб, пуеть 
зи} будуть показателями главной буквы въ первыхъ двухъ чле- 
иахь многочлена; зъ такомъ случав въ первыхъ двухъ членахь 
&вадрата многотлена показатели главной буквы будуть 2аиа -{- В; 
они будуть между собою различны, потому что, но предположенкю, 
«>В, и очевидно, будуть выше вефхь другихь показатедей той 
же буквы въ остальныхь членахь квадрата. Итавъ, эти два члена 
подобныхь еебВ не имфють, и, схВдовалельно, останутся без при- 
ведешя. Тая же разсуждешя приложимы въ удвоенному прояз- 
веденю двухь послёднихь членовь многочлена и къ квадрату 


послфдняго члена. 


УПРАЖНЕНЯ 


Ь Довазать, что кубъ многочлена равень сумыъ кубань вебхь его 
члевовь, плюсъ утроенная сумма пронзведевй каждаго изъ члевогъ ва 
квадрать кажлаго изъ остальныхь, илюсъ ушестеренивя сумма произ- 
зеден вовхь членовъ между собою по три, т.е-чта 


{а} = 543 3376 + ва». 
Доказательство такое же, кавЪ и вЪ $ 50-омЪ. 
И. Выввети формулу: 


то @+ть-да-е- бен 
зе фи. 


Злафа + Зазе? 


ПЕ. Вывести формулу: 


ие течи = ара и 
— ра а ав ера а — м — 4. 


ТУ. ели, 


аб в) = +) 
то, вводя обозначен: . 
асе 9=4. але а=Ь 
вые ЧО а-ь-еа=р, 
получимъ: 
а (4? -- В") =: ОРС +- 2% ` 
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Упражненыя 1, Е и № никакой иной трудности, вромв длянноты 
вычиеленй, пе предетавляють. 


У. Пусть в, у. 2, м. ©, м будуть камя-угодно числа. Нели положить 


=—в ме — о—в 


Ни и 


то можно вывестя олёдующее равенство: 
(+0 + ра + да + на + эа +0 
ват — ва — а -—5а-3а —5. 
УТ. Доказать, что 2у? + 32? 68 соть сузма трекъ кввдратотъ. 


УП. Упроетить выражене; 


т 
Зы @у ны -ье- + 
аа? — 5) 


6 `. 


у (# — Пе + В. 


УШ. Вывести формулу: 


Ани? — 62) сё (< — Фа Ка? — 9) — Ф— ара -рище Фу 


1Х. Упростиль выражен: 


ее), ве + обУту 
3 $ “ 


«И 
Отв. - 


Х. Бели одъдать въ трехчленъ: 
пай + ЗЫ у’ 
ВодстАвовкИ: ста’ 58 и уз” -- Фу", то объ примегь видъ: 
де Ву + Су 
при чемъ мы будемъ имфть формулу: 
В: — 40 = {в — вс) (У — в. 
Х1. Доказать равевегви: 


ти ачзичь (+ 
трио аи 28) 


2.7; 
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ХИ. Полагая ВЕЙ ТЫ и СЕРЫ, получимь формулу: 
488 — 10: = — ды 4 Ме + зву 


и, омъдовахельно, 18° —270° будеть всегда полощительно. 

Формулы УИ, Х, ХТ. ХИ доказываются неноередетвенио, вели вы- 
полнить указацныя въ кихь дъйстыя: тогда обЪ части этихъ равенстръ 
сталуть тождеслвеннымя. 


ХИЬ Доказать, что если а и $-_чиела цёлыя м притомъ заразъ 
четыый нли зяраяь почетных, 0 подусумма икь кратроловъ ость сумма 
двукь квадратовъ. 

Доказательство основано ва теорем 8 50-го. 

ХИ. Предполагая, что а, 5, м суть цёлыя чиеша и что зырижевю: 


ай 


иредозавляеть полный квалрать, доказать, что а? Е мм есть еумыь 
двухъ ввадраловъ. 
Прилагается та же теорежа. 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ 
‘Алгебраическое двлене 


$ 52. Частное, происходлщее отъ дфленя алгебранческаго вы- 
тажея А на здгебранческое выражеше В, обозначають такъ: 
ироводять горизонтальную черту и пишуть надъ нею дблимое, а 


волъ нею дфлителя, т.е. вимуть весьма часто это выражене 


А. 
в; 
невозможно преобразовать въ болфе простое. 

Если А и В ныфють обнйя буквы, то иногда частное можно 
упростнть, и тогда говорять, что омнолнияи дълеше. Съ эгой точки 
зрВня мы размотримъ дбленю одночленовь и иногочлецовь, вы- 
ведемь правила для вефхь случаевь и раземотримь въ то ве 
зремя услошя, при когорыхь выполнимо самое дфлене, 

$ 53, Алгебранчеекое дВлеще предетавляеть три случая: 1) дЁ- 
лене одночлена на одночлевь, 2}. дЬленю многочлена за одно- 
члекь я $) хёженю кногочлена на многочлейъ. 


1. ДълЕн1Е ОДНОЧЛЕНОВЪ 


554. Правило дблемя. — Пусть требуется разд®лить Тбе’\е’а 
на 250750 Предположимь, что существуеть такой цфлый одно- 
члень, который, будучи умноженъ на дёяителя, даеть дёлимое. 
Тогда по правилу умкоженя (8 28) коэффищенть, 75 дБлимаго 
долженъ быть нрензведещемь козффищента 25 дёлителя на коэффи- 
щенть частнаго: слёдовательно, посльдн!й получится оть равления 75 
на 25, т.е. будеть равенъ 3. По тому же самому правилу поква- 
ватель 7 буквы а въ дфлимомъ долженъ быть еуммою ‘повазелеля 
3 той же буквы въ дфлителФ и показателя той же буквы въ 
честномь: слФдовательно, поелёда получится отъь вычитавя 3 
изъ 7, т.-в. будеть равенъ 4. Тавже иолучимь и показатель 
буквы & онъ будеть равенъ 3. Буква с входать кажь въ дёлимое, 
такъ и въ явлитель съ однимъ и т%иЪ же показателемъ 2, поэтому 
въ частномъ ел вовее ве будеть. Вуква @ входить только въ д8- 
Янмое, поэтому она должна явиться въ частномъ еъ своймъ пока- 
зателень 5. Частное тавимъ образомь будеть 39‘. 

Это разеужденю откоситея до веякихъ одночленовь и приво- 
дить въ такому правилу: 

Чтобы раздълить какой-нибудь цтьный одночаень на друюй 
1) бъаять козффишенть дълимию ма козффицёенть дъяштеля; 
2) пишуть по разу каждую изь буквь, влодящиль въ дьлимое съ 
5 покозателемь ббльшимь, чвьмь въ бълитель, н 3) надь каждок, 
изъ этиить буквь ставять показателей, равныть разноотнмь ить 
показателей въ обоить одночленать. Буквы, веруртииюияся только 
въ бълимомь, пиминтея въ частномь со своими показателями. 

$55. Условя выполнимости дЪленя. — Мы предположили за- 
ранфе, что частное есть нёкоторый цфлый одночленъ. Такое нред- 
положене будеть имбть мото всяшй разъ, когда хозфуищение 
дълмназо будеть бъмиться на козффищенть дюлителя, когЛа в 
буквы бълминвля войдуть также п въ бълимое и вогдя, наконевь, 
зоказатель каждой ызь нихь въ фьминемь будеть не больв соотепан- 
свеянео показателя въ дълимомь. Дфйствитехьно, если эти усло- 
вя выполнены, мы можемъ, прилагая правило 8 54-го найти такой ” 
издый одночлень, который, будучи умножень хо дфлителя, дасть 
дЬжимое. Этоть олночлень и будеть: вмполненнымь часнинимь, 
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Но если одно или иЪеволько изъ этихь трехъ условй не выпол- 
некы, то невозможно будеть получить частное подъ видомь цфлаго 
одночлена. Въ самонъ дёдЬ, еслибы частное существовало подъ 
этимъ видомъ, предыдущя разсуждейя и самое правило стала бы 
приложимы и вс® три условя должны были бы быть выполиенными. 

Сл&довательно, эти услоя являются необходимыми в доста- 
точными, чтобы дЪнене ц%лыхь одночленовь быхо бы возмож- 
нымъ. 

$ 56. Поназатель нуль. — По только-что выведевному правилу 
показатель буквы & въ частномъ будеть т— п, если показатель ея 
въ дфлимомъ быль м, а въ дфлителВ я, нри чемъ преднолатавтся, 
что т> и. Еели же тн, то буквы а въ частномь не будетъ, 
и правило вычитан!я показателей болёе не будеть нриложимо. 
Если же согласиться и въ этомъ случаЪ нримЗнать то же нравило 
вычитаня показателей, то мы получим а"-” или 4°; а такъ какъ 
частное отъ раздфлешя а” на @”, очевидно, даетъ 1, то мы для 
бохранеюя общности за правиломъ вычитаня показателей вводпиъ 
сялещеще, что а’ даеть 1, каково бы ни было а. Поэтому можно 
надисать: 


Та : Эа’? == За бе, 


и 550 послдиее частное не будеть охлячатьея отъ перваго, потому 
что иножитель 6°=1. При этомъ еоглашенТи появятся въ частномъ 
и т буквы, которыя иняче совсёиъ исдезли.бы. 

Дальше мы раземотримъ подробифе это соглашене, виЪющее 
связь съ обобщещемь показателей. 


Н. ДЪлЕНЕ МНОГОЧЛЕНА НА ОДНОЧЛЕНЪ 


$ 57. Правило дблешя. — Частное отъ‘лфяешя многочлена на 
одночленъ никогда не можеть быть одночленомъ, потому что 
нроизведене лвухь одночленовъь даеть всегда одночленъ (8 28). 
Такимъ образомъ, если частное существуеть въ вндф цжлаю 
алгебраическато выражешя, то посяфянее непремфино  должео быть 
многочаеномь. Схёдовательно, самое дёйстые бухеть. состоять 
въ этомь случаВ въ нахождеи такого многочлена, который, 
будучи: умпожень ‘на одноялевный дЪхитель, ‘дать ззюгочденное 
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дъяимое. Но мы пидфяи (8 30), что произведее многочлена ка 
одночленъь есть сумма произведенй каждато члена множимаго 
ва множитель. Отсюда заключаемь, что иекомое частное полу- 
чаитея, вели роздъяить кажедий члень дплимаю на дълитель, 
хотраняя при каждомь отдьльномь частномь тоть знакъ, какой 
быль въ соотвьтетвующемь член» дълимило. Наприи®ръ, 


(36а — Оааие + 284%?) : дайй == даа — 644 | а". 


8 58. Услюшя выполнимости дбленя. — Если хаждый чаень дьли- 
м0 въ отдьльности дьлится на дълитель, то Частнымъ, очевидно, 
будеть цжлый мноточленъ, получаеный по предыдущему правил: 
слфдовательно, этого услойя достаточно. Самый же вызодь пра- 
вила показываеть, что это услоше и нсобходимо. 


ИЕ Двлентк МНОГгочнЕНОВЬ 


$ 59. Весьма рёдко удается вылолнить дфлене одвого много- 
члена и& другой, т.-е. найти такой трет мноючлень, который, 
будучи умножень на второй, даль бы первый. Однако, если дфли- 
мое и дВлитель содержать общую бувву, то иное можно предста- 
вить частное въ видф иногочлена. Предноложимъ, что оба иного- 
члена расположены по убывающимь степевямь одной и той же 
буввы, в постараемся, если зиюлько это возможено, получить чаетное 
зъ видф ифкотораго многочлена, расположеннаго такниъ же образомъ, 

Самый процессь дфяевя основань ка схфлующихь теоремахь: 


$ 60. Теорема |. — Ели деф мноючлена раеполовены по убываю- 
звимь стененямь одной и злой же буквы, а частное отъ ддешя ить 
Яру на друа также мноючлень, расположенный по етепенямь той 
же буквы, то первый члень такою частнаю равень частному оть 
дъаеня первало члена дъяцноло ни первый чаень дилителя. 

Въ самомь дфяЬ, частное, умноженное на дфлитель, должно 
давать лфлимое; первый же членъ произведеня двухь многочле- 
вовъ, расноложенныхь заразь по убывающимъ или возрастающим 
степенямъ одной н той же буквы, равень ‘пронзведевю нервыхь 
зленовь каждаго изь нихь (8 45). Отсюда заключаемь, что 
первый членъ дфлимаго есть произведене пёрваго члена частнато 
на первый члень лфлителя, и, бфдовательно, для получен  пер- 
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зато члена частваго слфдуегь раздфлить первый членъь дЪяныаго 
на нервый членъ дёлителя. 

Кетати заытимъ, что первый членъ частнаго будеть положи- 
тельнымъ или отринательнымъ, смотря по тому, будуть ли первые 
члены дёлимаго и дфлителя одинаковыхь или разныхь знаков (8 41)- 

$ 61. Теорема |. — Если умножить дълитель на первый члень 
частнаю в полученное произведене вычесть изь бълмиемено, но полу- 
нимь остоитокь, который, будучи раздълень на фълителя, дасть 
сумму остальныхь членов частнало. 

Зь самомъ дфлв, дфлимое равно произведеню дфлателя на 
частиое. Бели же вычесть изъ дфлимаго произведене дфлителя на 

`одинъ изъ членовь частнаго, то въ остаткВ будеть произведеше 
дфлнтеля ва сумму остальныхь членов частнаго: слёдовательно, 
эта сумыв явится частным оть дфлешя остатка на хфлитель, 

$ 62. Правило. — Эти двф теоремы дають возможность довести 
дФлеше до вонца. Шо первой теорем® получается первый чденъ 
частнаго, а по второй теорен% разыскаше вовхъ остальныхь членов. 
заетваго сводится къ новому хёлевю. Пользуясь при этоиъ новомъ. 
двлеви ошять первою теоремою, можио найти первый членъ новаго 
частнаго, т.-е, второй зленъ нскомаго частнаго, а разыскаяе осталь- 
выхъ членовъ но 2-ой теорем сведется къ третьему дЪлен! ю 
вт. д Отсюда вытекаеть слёлующее правило: 

Чтобы раздъмють одинь мноимлень ни друюй, располаииоть иль 
предварительно по убывающимь степенямь одной и той же буквы, 
дплять затльмь первый члень фьълимаю на первый члень дфъмвнеля 
и иблучають первый члень частнаю. Унножанть дълизнель на ний- 
денный члень частнаю и произвеене вычитають изъ дълимаю, Чая 
це изминяють знаки у всьхь членивь этою произведеня и дълають 
приведещёе нодобныхь членозь. Поет этою дълять первый члень 
сетиняка на первый члень дюзителя и получиють второй члень часто 
нею. Уннижюнють дъзиттель на этоть эторой члень и приизведеще 
вымниють чз оспинико. Получають такимь оброзомь аторой оста- 
зтокъ, первый чаень которо дпаять ма первый члень дъаманеля и 
получать трезтй члень частнито. Умножиноть дрьлитень на этоть 
знретёй члень ы произведена вычитають изь второю осуинтка, Й так. 
зародолжоють до пньгь лоръ, пока ме получать въ оетитюь муль. 

Многочленъ, члены” котораго мы получики таккмъ образомъ 
одинъ за другимъ, есть искомое частное, потому что по этому. ира- 
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вилу мы вычитали изъ дёлимаго послфдовательно произвеленя 
дфяителя на различные члены этого многочлена и въ результать 
получили нуль. Отсюда вытекаеть, что дфлимое должно быть про- 
изведешемъ дфлитоля на этоть мноточлень, иначе говоря, поелёд- 
ЫЙ и есть частное. 

$ 63. Примърь |, -- Пусть требувтоя раздлеть 25-|- 624-4-409— За-з—1 
за а |-х—1. Пишемъ дёлитель еъ правой сторовы дёлимаго, отдьляя 
ихъ другь оть друга вертикальною чертою и проязводимъ дълев!е. 
Дьлимое.... 28 | вая 4 ча а--1 |2 -- ® — 1 двлитель 
ы [29 Ба 1 частное — 


1-ый остатокъ. 


‘2ой остатокъ.... 


Первый члешь частнаго есть 2, происшедшее оть дёшешя а? на 2“. 
Произведеше двиителя на 28 есть 2* 2—2; изыфвивъ внакъ у этого 
ттроизведеня, пишемъ его подъ двяимымь и сводимъ такамъ образомъ 
звычитаще къ простому приведен подобныхъ членовъ, посл чего иолу- 
чаем, первый остатокъ 52И-4- 5ай -—- 4? #— 1. 

Второй члень частнаго есть 522. происшедшее отъ дълензя 52^ на 27. 
Умножаень ‘лалитель ив 52° и получаемь 544-58 —5ай. Измфнноъ 
энакъ у этого произведен, подпиеываемъ его нодъ иервымть оотаткомъ 
и двавемъ ириведеве. Получаемь второй осталокъ 5-е —1. 

Трей чденъ частваго воть 1, полученная оть двлешя а“ на 2". 
Умноживъ дълитель на | и вычтя этою произведеше пеъ 2-го остатка, 
получимъ 9. Сльдовательно, нокомое частное будетъ: 


пы ь 
Слъдуеть привыкнуть заразъ производить умиожен!е каждаго члень 
дёлителя на найденный злонъ частнаго, вычятав!е полученныхь произ- 
ведошй изъ соотвётетвующить членов дфлимато п приведошо подоб- 


ныхь членов. Тогда вычненоме расположится въ сяфдувщцей краткой 
таблиц: 


Цвлимое.... ви ай пай фьфт Ш к 1 двлитель 
1-ый остатокъ.... бам 4 фе 1 жа т частное 
2-й остатокт.... ет 

о 


Примьръ и.--Козффищенты главной буквы суть буквенные одночлены. 
Пусть, ивпрямёръ, требуется раздфлить многочлевь: 
Те дать — эй + том — ба -- па? — дача — зай + 3% 
на-многочденти . . 
у : ___ 348 бай + эй. 


Мы прыьведемь здесь только таблицу вычиеленй: 


Дълимое, ....., 098—947. 259962 1990 — бани -|- 134945 — 4476" Бай +28 | За — Бар? 20 дълитель 


‚. ый оетатокт.. ., — ай - 9253 — боя Задач" у’ --28 505—346 Рафа частное 
‚ 9-й остатокъ. ... — 62° -- 13а’ — да" —5а5'--258 
3-й остатокъ. ... | . : + За --ба 258 


$ 64. Примфръ №.— Предыдущее правило не требуетъ, чтобы коэффищеиты при стененяхь, главной буквы были 
ненремфнио или численные, или одночлевы. Эти коэффищенты могутъ быть многочленами (8 43), при чемъ оставутся. 
ВЪ силь всъ предыдупия разсуждеШя и вамый процеесъ двлешя нисколько отъ этого не измЪнитея. Только когда 
кооффищенты перваго члена дЪлимаго н перваго члена дЪлителя суть миогочлены, то при получени каждаго 
члена частваго придется пронаводить еще частиыя д®леня. 
| Покажемъ это на сльдующемъ примфр®: 


а А-З СА-- 06 | 49— 30% |174 97 г Вам 1 а? |аа--298 ал [--зазу На 
АЕ Пани вам 128 
* | За  — За 1 ы За: эре | . | | ы 
я и ЕЙ м ааа ей + ° Гм 
Е: ‚ЗМ | 4 4- а№| —2а" | 
Н | — 5 | +25 
: | | 
а м |9 ва фо воза | а рр 
а —Ваа6 | 3446  -- ао 4 6 да | — В | — 06 Г + ЕЕ 
--2а?! --За 5 + та  --2а4м За | ы 
+ ат м1 + Заз! — ба —3ам | 
— м и | — 9 
я ро 55° |. +28. 
С и. 


— 


— 46 — 


Г 
До @ и | 8—8 + 
ас -в о ом Ние-я ? - 175 


затноЕу во 


Бор 


о 
м-та” — 


ноги онтовь 


зрвауфУ овом 


| и #+ 
| е- ми— 
р $ 3% + 
} и’ 59," — 

ие + ан г че 


о и | в- 


члоелл 4-5 
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Въ этомъ случаЪ дблягь сначала коэффишенть перваго члена дб- 
амаго, т.-е. (а*— 3а% + 305: — №) на козффищентъ перваго члена дзли- 
теля, т.е. на (7 — 34$ + И}, что и будеть нервымь частнымь двленемт. 
Получаем (а— 5). При дьлеши 2^ на я попучаемь =. Слъдоватетьно, 
первый членъ частнато будеть (а — 5) <". Умножаенъ двпитель ва этотъ 
члень, при чемь выполвяемь нЪ%екольро умвожен съ многочле- 
чами, и вычатлемъ произведеше изъ дъяимаго; получаянъ первый 
остАтокъ, Далфе. мы лолжны разльлить коэффищенть перваго члена 
остатка, 1..6. (4 — За -- За 4-й? — 54) на (41 — 246 + 5); эт —второв 
частвае дьлеше. Получаеиъ (а* — оф -- /й). Сльдовательно, второй членъ 
частнаго будеть (а*— «6 -- №) т. Умноживъ дЪлИТеЛЬ ва этоть чдевъ и 
вычтя произведел4е, позучимъ яовый ретатокъ, съ которнмт, поетупаемъ 
такъ де, какъ съ предыдущимь, Такимь образомъ получаемь искомое 
частное. 


$ 65. Услошы выпелнииости дълешя многочлена ва многочленъ. — 
Предыдущия разсуждещя предлолагаютъ заранфе, что частное полу- 
чится въ видё нногочлена, а между тЁмь, пристушая къ самому 
процессу дфлешя, очень часто не знаютъ, представится ли частное 
5 такомъ вид. Слбдовательно, весьма важно установить тб прк- 
знаки, по которымъ зараифе можно сказать, возможно ди частное 
въ этомь видф. Таве призлаки даеть уже самый пропессь дфленя. 

Вь самомъ дЪхЬ, если дфяене возможно, то 

1. Первый члень бълымо довжень дълиться на первый члень 
ъамтезя, также посмьднй члены дълимаю — на послтъднйй члень 
тмителя (8 45). . 

2. Первый членз каждао остатка долоюень Фъмиться на пер- 
вый члень дълизнеля, потому что первый членъ каждаго остатка есть 
не ч1ю иное, какъ произведеше перваго члена дёлителя на одибъ 
изъ членов чаестнаго. 

3. Моеснь нобволькить тоелидовательныхь чистныхь дныенё? 90. 
жень получиться вь цпотномь унткой члень, который, будучи. ужно- 
жечь на дъаителя, даль бы эво частное Фыимое, изъ которо онъ 
гамз быль получень, такь вявъ въ конф концовь долженъ полу- 
читься въ остаткВ нуль. . 

Эти усломя — необходимы: въ самомт дВяБ, если хоть одно 
изъ нихь не будеть выполнено, частное не явитея уже въ виль 
многочлена, такь кахгъ въ этомь случаБ самый прощессь дёлеия 
„невозможен. ° . 

Эти услозя-— достаточны: въ саможь хВлЬ, если они выпол- 
невы, то, очеведно, становитея возможнымь самый процессь дфле- 
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вн, даюния вь частномъ такой иногочленъ, который, будучи умно- 
жень на дЗяителя, даеть дёлимое. 

8 66. Признаки, по которымъ опредбляютъ, возиожно ли выполнить 
дьлене, или нфтъ. — Принимая во винмане предволожене 8 59-го, 
что наши многочлены расположены по убывающинт степеняиъ од- 
ной и той же буквы, заифчаемт, что показатели ея въ порвыхъ 
членахь каждаго остатка идуть нее время убывая, потому что въ 
важдомъ частномъ дфяимомъ носль приведешя исчезаеть, по край- 
ней ы®рё, первый членъ. Слфдовательно, продолжая самый про- 
цеесъ дФлешя все далЪе и далВе, мы нензбъжно придемь кь та- 
хому остазтку, первый члень котороло будеть содержать злавную 
букву въ степени низшей, чъмъ первый члень дълизтеля. Бели этоть 
оетатокъь равенъ нулю, дфлен:е будегь выполнено; если же онъ 
не равенъ нулю, дленше становится невозножнымь. 

Кетати замфтииъ, что иногда, прежде чфмъ придти въ такоиу 
остатву, уже приходится уб%диться въ Невозиожности дфлемя. Въ 
самомъ дфл№, вели лерзый члень одною изь предыдущих остатикговь 
не раздилится на первый члень дьлнийеля, бпденёе невозможно. 


Првиърь №. — Пусть тробуется раздьлить эй 2 аа 


Дълимое... 


Рядъ вычисиев праводить къ остатку — 2+, который уже не дь- 
длится на 2%; снфдовательно, дьшене невозможно. 


Есть еще признакъ, по которому можно гудить, гдф сяфлуеть оста- 
новиться и не производить дальнфйшяхь вычисленй, если дфлевше 
на гамомъ дфлЪ не можеть быть выполнено. Дйствительно, если дЪ- 
леше возможво, то послёдейй членъ дфлимаго должеят, быть произ- 
веленемъ посяфднято члена дфлителя на посл дн членъ частяаго 
{8 45). Отсюда вытекаеть, что посдфдий члень чаетнаго можно 
опредфлить непосредственно, дфля послВдейй членъ дёлимаго на. 
цосяёде члень дфлителя. Итакъ, ел при поельдовательомь вы- 
чниленйе членовь частнею получится такой, степень котпраю ниже 
ктенени члена, вычиеленноло. по вышеуказачному способу, то можно 
‘утверждать, что дллеще не окончится, и что частное не можеть. 


— 49 — 


быть представлено зъ видф многочлена. Кь июму же закяюченко, 
зт.-е. что дилеще не окончится, мы полны придти и тода, кода 
получимь в5 частномь членз степени такой же, каз н вычислен- 
ный по въмиеуказанному спохобу, но не зпождественный съ нымъ. 


Въ ГУ-мъ примбрь, если бы частное существовало, послъдийй 
член долженъ быль быть 2х", т.г. чаетное отъ дълешя 227 на-=. Пер- 
вый же чтеят, 12° первато осталка, раздфлевный на #3, даеть въ частломъ 
4". Не производя дальзфИшихь вычиоленй, можно сказать, что дълен!е 
не оконзится. 


$ 67. ДЪлене иногочленовь, расположенныхь по возрастающииъ 
степеняиъ . какой-нибудь буквы. — Въ вБкоторыхь случаяхь члекы 
многочлена располагають по гозрастающимь степенямь какой-ни- 
будь буквы. Если два многочлена расположены такнит образомт, 
то можно производить дфлене ихь другь на друга н долучить вс 
члены частнато, начиная съ тЪхъ, куда главная буква входить въ 
наименьшей степепи. Теуря дБлешя остаетея тахою же, какъ и 
ВЪ случав дфлевя многочленовъ, расположениыхь по убывающимь, 
стененямь глазной буквы; только здфеь, если дфлеше не можеть 
быть выполнено точно, провеесь дЪлешя можеть продолжаться 
безконечно, а самые остаткя при этомъ таковы, что степени ихъ 
вее растуть, между твиъ кавъ въ случа дфлешя многочленовъ, 
раеположенныхъ по убывающимь стеденямъ главной буквы, степени 
остатковъ уменьшаются. 


Приведень тоть шо примьръ, что въ 6 63мт, расповоживь оба 
многочлена по возрастающимь степеняит буввы х. 


Примръ У: 


Нервы А хе дБлитель 
нае реры я частное 
— ара 


Двлимое. ›.. Е 
бе 


Мы можемъ разсукщать тахъ: члонъ дёлимаго, содержащий 2 въ 
навыеньшей степени, яваяетох произведошемъ двухъ такихъ же ч4е- 
новъ дьлителя и частнаго, потому что дёлимое есть проиаведене двзн- 
теля нь частное и въ немъ даже до приведешя отогь члевъ не будеть 
ныть ©ебЪ подобныхь (8 48); ольдоввтельно, первый члевъ частиаго 
хопучитея оть двлешя перваго злена двнимаго на первый члекъ дли. 
теля и будать +1. 

Совбрненно фаюъ ню, какъ въ & &1-мъ, докахеыт, что, вычитая яаЪ 
хьзимаго зтроизведоне. дълитеза на первый членъ частнаго, получим 

я 
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остаток: — 502 --4а* -- 644-21, который, будучи раадфденъ на дЪян- 
теля, дасть остальные лены частивуо. 

Саъдоватовьно, первый изъ оставшихея чденовъ частнаго по пре- 
дыдущему получится отъ двленя — 5% на — 1 и будеть + 52%, 

'Умножая + 52* ва дфшитель и проиаведеще зычитвя изъ перваго 
остатка, получаемь второй остатокъ:-— 2? - 2* | 42, который, будучи 
раадфленъ на дёлятель, даст остальные члены чаотнаго. 

Олфдовательно, первый изъ сотавшихся членовъ чвстнато но пре» 
дыдущему будеть равезъ частному оть дёшеня — ‘2? на — 1, т.е. бу- 
деть + 25 умножая его ва дьлитель и произведено вычитая взъ по- 
сльдняго остатка, подузниъ нуль. Такямъ образомь дфленю окончено... 


$ 68. Признакъ невозможности дыленя въ томъ случаЪ, когда 
инегочлены расположены по позрастающимъ степенямъ главной бунвы.— 
Въ предыдущемъ примфрё лёлене было окончено и результать 
получился, какъ и слфловало ожидать, совершенно такой же, какъ 
в ВЪ случа расположешя многочленозъ по убывающимъ стеленянъ 
главной буквы. Результать получится другой, еелв флеше не мо- 
жеть быть выполнево точно. Пуеть, напримфръ, требуется раздЬ- 
лить (я-а + 22) на (14 25: 


Примарь УЕ: 
Двавмое, › фи 1 Ш ДБдптель 
т | реф.” частое 
За 2 
4 
+; 


Унотребляя въ этомъ примфрв обычный премъ дёлешя и 
разсматривая первый члевъ въ каждом изъ послвдовательныхь 
остатховъ, замфчаемъ, что Въ этихь зленахъ иовазатель главвой 
буквы идеть, все время увеличиваяеь; кром® того, мы вядимъ, что 
первый членъ важдаго остатка непремфино длится на первый 
„чяенъ дёлителя. Отеюда завлючаемь, что первый признакъ в080з- 
можноеги дфленя (8 66) злЪеь не праложимъ. 

Но зато имфеть ето другой признавъ, аналогазный 2-му 8 66- 
онъ веетда существуеть тамъ, гдв дфлевю не можеть быть вылол- 
нено. Въ самомъ двдф, если дВлене выполивмо, то посяздей 
зленъ дфлимаго есть произведеше поелфлияго члена частнаго на 
послВднй членъ дблителя; слфдовательно, поел днйй членъ частнаго 
получится непоередетвенно оть дфлевшн поелВдняго члева дфли- 
маг на послфдн! членъ дфянтеля. Сверхь того, мы здмфчаемь, 
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что степень членовь частнаго по отвошеню къ главной букв 
все время повышается, Отсюда вытеваетъ, что, еслы въ частномь 
получится чаень такой же степени, какь. и вычисленный непосуед- 
ственио послюдний члень частно, но не тождественный съ нимь, 
лы же члень степени высшей, можно утверждать, что дрлене 
невозможно. 

Въ УЁомъ принфрь, воли бы существовало частное, его поольдай 
членъ быль бы 2", ироисходявиЯ оть дъленя 22? на 22; слфдовательно, 
<ъ появлеемъ въ частномъ члена 1 3х? дальявйтаго двлешя прояз- 
зодять нЪть надобности: дфдене не можеть быть окоичено. 


Изь предыдушаго видно, что во вефхь случаяхь самый про- 
цессь дёлешя веоизбфжно ведеть къ опредфяеннымъ прязнаканъ 
возможности или певозможнсети. 


ТУ. Дълевы, котоРЫЯ НЕ МОГУТЪ ВЫТЬ ВЫПОЛНЕНЫ ТОЧНО 
$ 69. Опредьяеня. — Говорятъ, что многочлень--шьлый относи- 
‘тельно букны 2. если онъ не содержить ея ни въ знаменател®, 


ня подь знакомь У . Тавъ, напримфръ, выражен: 


уг 5. 


4 5а 


есть иногочленъ, цфлый отногательно 2. 

Бели какой-нибудь многочлемь — пфлый относительно буквы „г. 
10’ наивысний показатель поелфдней будеть степенью этого много- 
члена относительно буквы х. Вышщеприведенный многочленъ — 
3-ей степени слиноволелно х. 

ТГоворять, что одинъ многочленъ, цёлый относительно м, д»- 
ямнся на другой, тавже дфлый относительно 2, ееля частное выра- 
жаетея многочленомь такого же вяда. Коэффищевты могуть быть 
ваве-угодно. Такъ, напримфрь, л2’—$ дёаится ив 2Уа НИЗ: 
застное есть хИа — УЗ. 

Если частное двухь многочлеповь не можеть быть выражено 
ифквоторымь третьимь многочденомъ, 10 говорять, что эти много- 
члены не двлятея другь ча друга. Тфиъ не менфе, можно н вь 
этомь случа, вообще говоря, придать часткому вядъ. болфе ипро- 
стой, ЧВмъ тоть, когда мы ограничиваешся только указашежь хфй- 
тая двлена. Въ самомъ дВЕЬ, мы докажемь сявдуюнцая теоремы. 

4 
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$ 70. Теорема 1. — Ель два мноючлена А и В ит цы 
офновительно 2, при чемь степень А, по зрайней мюрь, равна сте- 


А 
пени В, можно вода частное 7; представить подь видомь сумны 


В 
нокопораю иняочлена Ф, цълею относитемно т, и нъкоторой 
В . 
дроби Тру зноменатоль колорой веть дыдштель В, а числитель — 


нюхоторый мноючлень В, фълый относительно % и степени низшей, 
зьмь В. : 
Дьйствительно, мы моженъ распохожить иногочяены Аи В 
шо убывающимъ степенямъ буквы х и начать дфлить обычнымь. 
порядкомъ (8 62); тажъ какъ въ этомъ случаВ коэффищенты част- 
нато не должны быть непремфнно пфлыми, то дёлеше мы будемь 
° продолжать до т%хъ поръ. пока не появится остахокъ низшей сте- 
мени, чфыьъ В. Такимъ образомъ мы получаемъ въ частномъ члены, 
изъ которыхъ ни одивъ не содержить х въ знаменатель, потому 
что частныя дфяимыя, оть которыхь получаются эти члены, всё 
степени высшей или, по крайней ифрЁ, равной степени В, и пер- 
вый члень каждаго изъ этихь дфлимыхъ. будеть, поэтому, также 
ствнени высшей или, но крайней м®рф, равной степени верваго. 
члена В. 
Получивь частое дфлимое № степень котораго ниже степени 
В, обозначимъ черезь © совокупность членовь, полученныхь въ 
частномъ. В получается, накъ остатокъ, посяё послёдовательныхь 
вычитанй изъ дфлимаго А произведен В на различные члены ©; 
поэтому В равно 4 — ВО и ны будемь имфть: 


д = 9+ Е, 


откуда, раздЪявюъ на В об части этой формулы, получимъ 


1:3 
91. 


Итакь; частное 8, дЪйствательно, можеть быть представлено 


въ томъ вид, какъ высказано въ теорем$. 


371. Теорема П.- Преобмзощайе частнат а въ продыдущи 
в4дь можеть быть зполько одно. относительно одной ль той ке злав- 
ной бувы. р 
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Въ самомь дёлф, предноложимъ, что при дзлени А на В въ 
первый разъ мы получили вх частномь © и вЪ остаткЬ В а въ 
„другой разъ— въ частномь ©’ и въ остатьВ Е, при чемь 9 и 
$’ — цфлые относительно 2, & Ни. Е — стешени низшей, чфыъ В. 
Въ такомъ случаф по предыдущему будемъ имфть: 


А= Е д= 9 Е, 
ве в= вен. 
Эту формулу можно преобразовать въ такую: 
в(9-Ф=Е— В, 
тдф разность В’ — В будеть стенени назшей, чёмъ В, потому что 
въ отябльноми и А, и Е— степени низшей, чёмъ В, кежду 
тфиь какь етепень В{@9 —') относительно х, ио крайней ифрь, 


равна такой же стелени В. СлЪдовательно, вторая часть равен- 
ства — степени низшей, чфхъ первая, а это — невозможно. 


отвуда 


8 72. Примёры. — Находимъ при помощи дЪлевйя: 


2) 


3) 


з 


Если степень многочлена А ниже степени многочлена В, то 
частное © будеть равно нулю, з остахокъ В будетъ равенъ самому 
дёлимому. 

$ 73. Замбчаще. — Нредставляя частное двухь многочлевовъ 
эъ предыдущемъ видЪ, называть многочлень © уьлымь часнымь, 


& числитель В дроби г оонаткомь оть дъяеня, 
$ 74. Случай, игла ифняется главная бунва. —Вх $ 71-мъ мы 


доказани, то: нри дВлеши ‘даухь  многочленовь, расположенныхь 
о стелевяиь одной: = ой: же: буквы х, не можеть получиться 
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боже одного цфлаго частнахо и болёе одного остатка, Не если 
переи%нить главную букву, 10 въ тавомь случа мы иоженъ 
получить и новое частное, и новый остатовъ. Нанрииврь. если 


зъ дроби + 
= Ну. 
ву 


за тнавную букву принять 2, то въ частномь мы получинь 2 у 
и въ остаткВ Оу“. Навротивъ, если за главную букву вренять у, 
хо вь частномь найдень у’—2^, в въ остаткЪ 25“; Слёжова- 
тельно, мы можемъ написать: ` 


У. РАЗЯИЧЕ И СХОДСТВО ДВЛЕНАЯ АРИОМЕТИЧЕСКАТО И ДЪЛЕНТЯ 
многГочлЕВОвЪ 


$ 75. Мноточлены, расположенные по степенянъ одной и той 
же буквы, представляютъ большое сходотво сь ифлыми числами. 
Вь самомь дЬхЬ, предотавляя какое-нибудь число, напр. 783214 
въ видё: 7.10°-4-8.10*--3.10°2.10*--1.10--4, мы можемь 
уподобить его иногочлену у 

ар вай В 2-е, 
въ когоромь х==10. Цифры числа выходять тавниъ обравомъ. 
козффишентаии при членахъ многочлена. Не сяЗдуеть, однако, 
дунать, что всякШ ариеметическй вопросъ, касающийся цЪъжыхь 
чисель, будеть всегда частиымъ случаемъ алтебранчесваго вопроса, 
въ которомъ вибехо нашихь чисель стонля бы соотвфтетвующе 
многочлены. 

Для сравневя  возьиемъ двф слЪлуюния задачи: 1) разявжить 
183214 на 321, 2) равдёлять 72’ р 82 | За’ 27-Е =--4 на 
32'+-22--1. Усломя этихь задачь настолько различны между. 
собою, что нихакъ нельзя резематривать первую задачу, кавь част- 
ный случай второй: : : 

1. Различных цифры. застнаго - при  Арвомотическоно, Алания 
должвы быть ифлыми числами, между тфиЪ кавъ частное при алге- 
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бранческомь джлени представить такой полиномъ, который будеть 
пЪлымь относительно т, но коэффищенты будеть имфть дробные.. 

2. Различныя цифры частнаго и остатка при арнеметическомь 
двлени суть числа < 10, между тфмъ какь величика коэффищен- 
товь при различныхь степеняхь х вЪ алгебрвическомь дфлевя 
ничфыъ не огракичела. 

3. При ариеметическомь дЪдевши остатокъ должень быть меньше 
дфлителя. При алгебраическомъ лфленуи только степень его меньше 
стенени дЪлителя. 

4. Наконещь, въ алгебрф нолученные результаты будуть спра- 
зедливы для веякихЪ знёченй д: ничего нодобнаго нЪть въ арио- 
метик$. 


У1. ТЕОРЕМЫ И НРИЖОЖЕНТЯ 


$ 76. Теорема, — Огтапюкь от» дпленёя мноючаена, цьато отно 
енрельно х, на двучлень (х— а) ровень самому мноючлену, если 
виниле д подставить въ нею а; при этомь мношчлень расползается 
ар убъвающиимь стененямь буквы 2. 

Въ саиомъ дЪяЬ, такъ какь дЪлитель (х— а} — первой сте- 
пенк, а самое дхВлеше производится до тфхъ поръ, поке не полу- 
читея остатокъ степени низшей, чфмъ дЪлатель, то мы должны 
дойти до остатка, независимаго оть х. Обозначимъ дЪлимое черезъ Х, 
частное — черезь ©, пра чемь оно будеть цфлымъ относительно 
х. в остатовъ — черезь В. Мы будеыь имфть сяёдующее тождество, 
т.е. равенство, справедливое при веякихь значешяхь буквъ, вхо- 
дящихъ въ него: 

=@«—ч9+ЕВ 


Умножая (7 —а} ва Ф н въ полученному произведеню праклады- 
вая В, мы дожыны тождественно получить иноточлень Х при 
всякихь зназещяхь 2; поэтому мы можежъ положить х . Въ 
тавомъ случаЪ иножитель (х— а) дЬлается равнымь пулю, © ши- 
обрЪтаеть опредфленвое значене и, слЪдовательно, произведене 
(=— а) дВлается тавве равнымъ нулю. Остатокь же В, какъ 
не содержан/й д, зваченя своего ирн этомъ не измнитъ. Итакъ, 
обозначивь черезь Х, то значеше, которое пранимзеть Х вод 
звыфны въ немь х на’ о, предыдущее равенетво мы можень пред- 
СТАВИТЬ зихь: 
> Х, = в 


о пбоюо > довалать. 
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$ 77. Сльдетвя: 1} Вели мноючлень Х обращается въ нуль поемь 
замтиы въ немь 2 на а, то онь дъзитея на (х — а). ДЬйствительно, 
въ этомъ случаф и остатоке Е тавже обращается въ нуль. 


2} Есль мноючлень Х дъяилися на (2 — а}, то онъ обращается 
въ нуль погаь замъны въ немь на а. Дйствительно, въ этонъ 
случа Х„, какъ равное А, также обрашается въ вуль. 


'Итакъ, для эною чтобы мноюилень, зьльй отнолительно 2, 9%- 
длился на (1— а), необлодимо и достаточно, чтобы онъ обращалея 
8$ нуль поель замьны в нень 2 на а. 


$ 78. Это послфднее предложеше чрезвычайно важно. Мы огра- 
ничимся здЪеь н®сколькими слФлетыями, при чемъ ». будеть прех- 
ставлить собою какое-нибудь злое число: 


уе —= все. дльшитея на {2—а). Это — потому, что нашь 
многочленъ обращается въ нуль пося$ звмвны ‘въ немъ лова а. 

2) {="-- в") никода не дълинся на (х— а). Это — потому, что 
послБ замфны въ нашемъ мноточленф х на а получаемъ остатокъ, 
равный 24”. 

3) (2"-—а") диминея на (т-- а) при т четномь и не дъыттея 
при т ненемномь. Въ самомъ дфл», разяфлить на (Ра) вее 
равно, что раздфлить на [х—(—@)}, & въ такомъ случа для 
получен я остатка слфдуетъ въ напть многочленъ подставить (— а) 
выфсто =. Дфлимое тогда будеть : [(— а)" -— а”]. Но вели т — чет- 
ное, то по 8 40-му (— а)" = а", а если #1 — нечетное, то (— а)" = 
==-— &". Слёдовательно, остатокь является нужемь въ первомъ 
случа я (— 30") — во второмъ. 


4) (=" { 4") дъштея на (в- а), если зи — нечетное, и не дн. 
длится, вели зп — четное. Д®йствительно, посл подстановки въ на- 
шемъ дфлимомь (— а) вифето х получаемь [(—а)" а"], а э10 
выражене обращается въ нуль только при м нечетномь в равпо 
2” при » четномъ. 


$ 79. Законь сеставлешя частнаго при дфлени многочлена на 
(=— а). — Завонь составлешя осталкя при дёлеши. многочлена. на 
{#-—-а) мы уже зывеля въ $ 76-мъ. Тавже не трудно вывести 
завонь составлешя частнаго. Предетавимь многочнень вЪ видЪ: 
ат Ато Ат... Ай Ар А, и’ про- 


изведемъ самое дфлене: 


клитель 


- {Ай Аве Ава 


м... 


ат Ат 


доз" + А, 


частное 


Пьлимое 


2-й ост. 
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- Первый членъ частнато есть 4,2” *, Умпо- 
жая дфлитель на этоть зленъ и полученное 
произведене вычитая изъ дфлимаго, полу- 
чаемъ первый остатокъ, первый членъ кото- 
раго есть (Аа -- 4,)2"_*, а остальные 1$ же, 
что и въ дёлимомь, начиная съ 3-го. Вто- 
рой членъ частнато есть (Ала -- А, }5"-*; для 
полученя перзаго члена второго остатва, 
необходимо умножить на а второй членъ 
частнаго и къ этому произведен приба- 
вить 3-й члель дфлимато: ‘такниъ образомъ 
получаенъ (Ад | Ала -- Ах”. Слфдова- 
тельно 5-Й членъ частнаго будеть (Аа -- 
- 4,а- А)" *. Продолжая далфе эти вы- 
чисденя, мы приходимъ къ такому завону: 

Частное мночлена, црьлало относительно ©, 
степени зп, при дълени на (т— а} представ 
аяеть собою мнозочлена, цьлый относинельнь 
2, степени (т — №). Оно расположено, какь и 
данный мноючлень, по убывающимь стене- 
нямь 2. Коффищенть первею ею члена та- 
кой оке, вавъ и перело члена дюлимено. Для 
золуценя кооффишениа пры второмь чаень 
умножають предыдуиий на а и къ произое- 
денёо прибаваяють коэффищеннь второю чле- 
на дьъзимаю. Дая получешя коэффициента 
при З-амь наени умножиють только-что по- 
зученный на а и къ произвебенно прибаваяють 
вооффищенть 3-10 члена длимам. И, вообще, 
хокрфищенть з-ю чаена ранень промоведенго 
предыдущего козффищента, на а, увеяиненному 
на коффищенть пзо члена дълимено. лан 
бълимое не преденавляеть полнао чноюилени, 
эю  необлодимо  возстановить недостающие 
члены, ставя кооффищентами при нить 
нузь. 
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Прижъръ. — Найти частное п остаток при лълени мвогочлена: 328 — 
—4=* — 227 --7 па 2—2. По предыдущему закону длямое запашемъ въ 


зад: 
Зин я 4-08 —- 24 07 


и тогда въ частпомз, получамт: 
Зал зат ве 4 ве 10, 


а въ остаткЪ з. 
Прылагая предыдущий» заковъ въ причфрамт 8 78-го, находим: 


ды — ам 


наи ака {авиа ... фата + ат за", 


о пе ао. фай ый и а" 


Ни! —_ па отв... ам За фа" — 07-1 


ири я четномъ и 


жа" 
авиа ария ааа". аи ата, фам , 
«а + + + 
при ж нечетномъ, 
ее вн» а з, . 
- =” -1 ат в... ея абы, - ом 
„Ея + + + 
про и вечетвомь и 
вы ро , 
и ди рами авы дама аа 
„+ + ы «а 
при в: четномт., ” 
Эти формулы, впрочеиъ, можно получить. и непосрадотвенно — иро- 


стымъ двлешемъ, 


х 


$ 80. Теорема. — Еслы мноючлень А, илмый относительно 
обращается въ нузь при замьнь х на п, наи на 8, или нае — 
при чемь а, В, с суть числа, неравныя между собою, — то внъ дь 
затея на трюнаведенйе: 


иди -е-д. 
Въ самомъ дЪЪ, такь кавъ многочленъь А обращается нъ вуль 


при 2==а, то онъ двавтся на (х — а) ($ 77). Поэтому, обозначая 
частное, цфлое относительно д, ‘черезъ ©, мы можемъ написать: 


А = @—а) 0. . а) 
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Это равенство, будучи справедливо при всякомъь 2, будеть спра- 
зедливо и при х ==; обозвачая черезь ©, значене. 9 при х — $, 
изъ предыдущаго равенства выводимъ: 


=6—@% 


По предположению $ и а — различныя числа и разность (© — а), 
поэтому, не нуль; сл»довательно, ©, = 0. Отсюда заключвемъ, что 
® длится на (1 — 2) ($ 7Т). Обозначая частное черевъ, ©, ямфемъ; 


9$=@#—59, 

а п0слф подстановки въ равенство (1) выфето @ равнаго ему вы- 
раженая получимъ: 

А=#—®9#—59. {2) 
Это равенство, будучи справедлявымь при всякожъь 2, будеть 
справедливо и при х — с, а въ такомь случаЪ оно преобразуется 
въ равенство: 

9=(—а(е—69., 
тд Фе есть значеше ©’ при х =. А такъ вакь разности (с — а), 
© —Ъ) не нули, потому что но предположению а, 6, с — различ- 
‚кыя числа, то ©’с должно быть нулемь. Отсюда вытекаеть, что 
9’ дВлитея на (х — с): Обозналая нокое частное черезь 9", яифемъ: 


9 =@-—9%, 


а носяЪ подстановки въ равенство (2) выфето ©’ равной ену вехи- 
чины похучемъ: 
Аа) (=—@—9 9. (8) 


Слёдовательно, многочжень А дфлится ва произведене: 
4-92 — 9. 
УПРАЖНЕНЕЯ 


1. Найти услов!е необходимое и. достаточное, чтобы (2””— в*) дьли- 
лось вв (д* а). , 
„Юте. Необходимо и достаточно, чтобы т дьлнлось на я. 
1. Показать, что ‘мносочнень: 
мур я иуй ея 


дъдатся на. проваводоне: у —29— 2. 
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11. Показать, что многочлены 
порубат 4 рая гробу" — атут — уиний — "оу 


‚дьшится на то же самое произведен. 
Гу. Показать, что волн эи-_нечетное, то многочлен: 


ао" ам и ен 


дьлнтея на” произведение: {2 + 8) а ©) +0. 

01. Доказательство упражнений И, ПТ, ГУ’ оеновывается на теорем 
$ 80-го. 

У. Вели мвогочлень, дьзый относлельно <, ямфеть кооффицевтами 
цьшыя числа и воли отъ принимаеть численных звачешя нечотныя 
пря посльловатольныхь замёнахь х НА и из Ъ, то онъ пе можеть обра- 
таться въ нуль ни при какомъ цзломъ значены 2, 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ 


Алгебраическ1я дроби 


$ 81. Опредъленя, — Еслв выражен А не дфлится ка выра- 
вене В, то частное, какъ мы видёли (8 52) представлнють подъ 


А : - 
видом в. Такое выражеше называется алебранческою дробью и 


дЪяиное А будеть числмтелемь, & дфлитель В — знаменателемь 
этой дроби. Какъ А, такъ и В называются членами дроби. 

Алтебраическая дробь есть обобщеше арнометической, потому 
310 члены поелфдней суть не чо иное, какъ члены перкой, но 
пря усяовн, чтобы эти чдены были ифлыми чнелами. Мы сейчасъ 
позащемь, что правила воёхъ дЬйстьй для дробей того и другого 
рода будуть одни и тВ же. 


1. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ АЛГЕВРАИЧЕСВИХЬ ДРОБЕЙ 


$ 82. Теорема. — Значеве олебраической дробь не ‘чзмьняения 
оть умнооженя чиглителя и знаменателя на одно и то эже коли- 
честно. 


Въ саиоиъ дёлё, пусть “_ 


$ 
ство, на воторое будемъ умножать числителя и знаменателя. Обо- 


значимъ черезъ 4 частное оть длешя а на В. Изь еамого опре- 
дфленя дроби вытекаетъ, что 


в=а. 


данная дробь и юж — то количе- 
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Умножая эти два равныя количества на одно и то же число ж, 
получиыь: 
ен — ин = на; 


для же оба равных произведешя на фт, бухемъ имфть равенство: 


а ат _а 
а = НЯ у, @) 


что й доказываеть теорему. 
Изь формулы (1) видно, что значеше дуюби. не измъияется оть 

раздьленя чисяитевя м знаменателя на одно и то же колимесиио. 
Такимь образожъ основной принципь въ алгебр такой же, 

вакъ и въ ариеметиЕй, а потому н слфдетвя будуть тайя же. 


$ 83. Упрощене дробей. — Алебраическую дробь можно упростить, 
сокративь нисиинеля и знаменателя на ить общить множителей (8 82). 
Богда члены дроби суть одночлены, то веетда легко вайтн ихъ 
общихь множителей, 
Звачоч . . 
Пусть, напримфръ. дана дробь уда. Общ наибольший козф- 


фищешть есть 4; что же касается до общить буквенныхь мпожителей. то’ 

очевидно, тахолымн будуть: одивъ множитель а, тре мвожителя 8, одни, 

множитель. и одють множитель 4. Сокрыщья на воть отихь множи- 
Зое 

телей, получаем упрощенную дробь ур. 


Когла члены дроби суть иногочлены, то все еше легко непо- 


средственно найтя ихь общихь иножителей-охночленовъ. 


194 — ва й 
Пусть, вапримфръ, дава дробь 155 лы. Замъчаемь общ 


множитель-одиочлень 44% п сокрашаему на жего: 


Но не такь легко открыть общихь многочленныхь множителей; 
разыскаве ихь связано съ. теорею общаго нанбольшего алгебраи- 
чесваго дфлитедя, что уже составляеть предметь высшей. алгебры. 
Однажо, иногда можно ао частнымъ признавамь найти ихъ. 


Пусть, ваарни®ръ дана дробь 


КЕ 
ам в 
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Замтчаемь, что чисдятель и знаменатель обращаются въ ‘зуль при 
4=Ь а вЪ такомъ случа онн`дъяятся ва (а — 1) (877). По сокращев и 
ва (#1) дробь праметь видт: 


ве За + 
а+6 


Пусть будеть даша другая лробь 


вазе — торм 
"бас — ТВС > 


Выноенмь множитель-одночлень, облий для всъхъ члевовь зполителя, 
зы скобки и азов же преобразоваше дфлаемъ въ анаменатель, дробь, 
поел» этого приметъ видъ: 


Зеч4ца? — 9%) 
вече ЗЫ ^ 


Теперь легко замЪтить, что 26743 {@ — 38) будотъ’ общиит  ивожителемъ 
какъ для чнолитоля, такъ в диз анаменатешя давной дроби; по сокра- 
щени на него получимъ: 


. а 
№ 


$ 84. Приведене дробей къ одному знаменателю. — Дроби ириво- 
оять кь одному знаменателю пооредетвомь умножешя числителя в 
знаменателя кажбой изъ нить на произвеене знаменателей веть 
остальныхь. 'Такъ, наврвиЪрь, дроби: 


вослЬ завого преобразова примуть виядъ: 


ар  сЫь ФАК ЧЕ 
фарЬ` БАР БАрЬ  ваТЬ” 


мо не изыЪнять сноего значешя (8 82). Общимъ знаменателемь 
будеть произведеше всёжь первоначальныхь знаменателей. 
Иногда удается составить общ! Й зваменатель бодЁе простой, 
чЪмь это произведеше: для этото достаточно, какъ и вь ариз- 
метикЪ, найти выражеще, Фълящетя Ва КОЖДЬГО НУЪ ДАиНЫХЪ 
знаменателей, Въ тоыъ случа, когда эти послвдие — одночлены, 
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это общее кратное равно произведеню общаго наныеньшато зрат- 
наго козффищентовь нв вс\ буквенные множители, входище въ 
знаменатели, въ ихъ наивысшихь степенях. 


Пусть, напримёрь, даны дроби: 


а _В 
Таз” 


ить общее навменьшев кратное будеть 144аз6%е. Частвыя огь дыещя 
зтого одночлена на знаменателей соотюфтотвенно будуть 125%, дает, 
Зал». Посл призедевы къ одному знаменатеню наши дроби, не измъвяя 
своего значения, примуть вилъ: 


Кели зе знаменатели — многочлены, то разыскане ихъ общаго 

. вратнаго болве ироетого, чфиъ проязведеше вефхь знаменателей, 

можеть быть выполнено, вообще говоря, только при помощи выс- 

шей алгебры. Впрочемъ, въ вкоторыхьъ частныхь случаяхь такое 
кратное соетавить можно. . 


Пусть, язарнифръ, давы дробя: 


2  о4ь ав. 2. 
35’ Эа’ зщары’ ба -и 


Такъ вакъ 2.- "= (а--8)(а—5), то, очевидно, такимъ кратоымь бу. 
деть зыражене 36а%*(а* — 6}; частвыя оть дъленя этого кратнаго ва 
дённыхъ знаменателей соотябтствевно будуть: 


паза? 5, веер и. Раф. 


Даиныя дроби поелЪ преобраловаия прямуть вилы 


ЗНаща* -- 81; 18а -- 


_ ЗаёЧа — В Зе 259 
Звания 9’  Звобчат 9" 


Звоба: 5)  Збабщае и 


П, Действя НАЛЪ АЛГЕБРАИЧЕСКИИИ АГОВЯМИ 


$ 85. Сложене, — Вилы дроби —сь одинаковыми зноменателями, 
то складывать ить числителей в яодь суммою подписывають ить 
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"Сакъ, напримЪръ, 


а Ь е ао е-а 
И ИИ, 
потому что, умноживъ 06% части этого равенства на жж, мы поду- 
чимЪ одно и то же выражеше («55-Е е-г 4) 8 30). 

Если дроби — съ размиинами энаменателями, то ить снамала 
приводять кз одному и тому же. знаменателю и потомь посту- 


ют по предыдущему. 


$ 86. Вычитане, — Хли дройн — съ одинаковыми знаменателяли, 
эи0 вычитають чирлитель второй дроби нзъ чиелителя первой ш 
подь этою разностью поднисывають ить общею знаменателя, 
Такъ, напрам%рь, 


потому чго, умноживъ 06% части этого равенства на т, мы полу- 
чимъ одно и то же выражене («—) ($ 30). 

Ель дроби — съ различными знаменателями, зд ить приодятнь 
сначала къ одному в тому то знаменатилю и потожь поступають 
по предыдущему. 


$ 87. Умномене. — лобы умножить одну дробь на друто, нере- 
„множають между собою отднльно числинелей, и отдьльно знамена- 
рнцей, в первое произведение дъляяь на второе. 
а . 
Въ свмомъ дБаф, пусть требуется умножить дробь Ро дробь 


а ’ : 
>. Обозначимъ черезь 4 и 4’ значешя этахъ драбей и тогда изъ 


опредфления дроби выводимъ: 


в 


Перемножая утя равенства по-членио '), получаемъ: 


аа =04.54’, или ($ 28) аа = 69. 


1) 3-е. нервую часть перваго равенства на первую чаеть 2-го и 2-ую 
часть порваго ва 2-ую ‘часть 2-го. 


в _ , [3 а 
ия, или -ь'Б: 
что и требовалоеь доказать. 

Изъ этого правила вытекаеть, ч10 ироизведенй ятекольнить дро- 
бей равно дроби, проистодящей оть дулещя пуюизведенёя числитезей 
ма произведена знаменателей, 

Такъ, напримфръ, 

аа — 
ТР... 
а отсюда, вавъ слЬхсуве: 


(») = 


$ 88. ДЬлене. — ЧФиюбы разфьанть одну дробь ма друцио, уммо- 
эжакть дробъдльимое на обращеннум дрюб-дълитель. 


Въ самомь дЪяЪ, пусть требуезся раздфлить $ на р . Называя 


значешя этихь дробей черезъь 4 и 4, можемъ написать таыя ра- 


венетва: 
а=ы =. 


Раздёливь по-членно эти равенетва другь на друта, получимъ: - 


в 
Умножаемь теперь обф частн поелфдняго разенства па $ ($ 87): 


9 _ ыи 
4% Ба 


Унрощаемъ вторую часть этого разенства (8 83); 


что и требовалось довазать. 
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ТП ОТРИЦАТЕЛЬНЫЕ ПОКАЗАТЕЛИ 


$ 39. Опредфлене. — Мы видфли (8 54), что частное отъ двлешя 
а" на а” есть в”—*, но при вывод этого правила предполагалоеь, 
что ж > я. Если же, наобороть, "< то частное должно быть 


предетавлеяо подф видомъ дроби". —;. Въ этомъ случа дробь ковно 


сократить на т общихь ивожителей, взъ которыхъ каждый ревень 
1 


а, и хробь поел этого примегь вить 

Съ другой стороны, прилагая правило показателей и кь тому 
случаю, когда показатель дёлителя больше показателя дфлимато, 
мы должны были-бы написать: 


а" 


Поэтому, для сохранешя за правидомъ показателей всей его 
1 


общности сомасились подь выражещемь а`? понимать дробь вида 


Тавимъ образомъ мы вводимъ, кавь опредфяенще, что буква съ 
отрииипельмымь показилнелемь выраожаеть дробь, у которой чмеди- 
тель —единица, а знаменатель —та же самая буква и съ, эвьмь 
же показателемь, но озятымь полодительно. Мы сейчась увихимъ, 
что это обозначеще позволить намъ обобдить н®которыя чеоремы. 

Замфтимъ сначала, что формула 


=, а 


справедливая, по опредфлению, въ томъ случа, когда вн — положи- 
тельно, будеть справедлива по тому же самому опредЪленйю и тогда 
когда »: -— отрицательно. Въ самомъ дфл%, если положить »; —=-— 9, 
10 — будеть равно 2’; а ВЪ такомЪ случа 06% части формулы 
1 
р 
есть частное отъ 


(1) соотвЪтетвенно будуть: з. По опредёлению, в`*" 


|. 1 
потому что я’ положвтельно; слфдовалельно, ая 


1 
дфлены 1 на де, пав а" ($ 88). 06 части являются равными. 


$ 30. Обобщене правила поназателей при умножени. — Мы дова- 
зали формулу 


{2) 
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при положительныхь повавателяхь (8 28). Она остается справед- 
ливою и въ томъ случз%, если одинъ или даже оба показателя 
будуть отрицательными. 

Предположимь сначала, что — положительно, а я — отрица- 
тельно и равно — и’. Тогда мы будемъ имфть: 


”-” по общему правилу дфленя (8 89), то 
4" а" == а”-", 


или, но замВнй я’ на —я, получимт: 


' ам. а = а", 


Предноложимъ теперь, что какъ 2, тавь и я — отрицательны и 
равны — и’ и — я". Тогда мы будемъ нить: 


м. 


что и требовалось доказать. 
$ 91. Обобщеше правила повазателей при дЪленм. — Формула 


(3) 


скраведлива при положительныхъ показателяхъ ($ 89), Она остается 
снраведливою и въ томъ случа, если одинъ, и илн м, или даже 
оба показателя будуть отрицательными. 

Предаоложимь сначала, что в == — и’, а п— положительно. 
Тогда мы будень имуть: 


а”: 4* 


Еехи ве, наобороть, в — положительно, а и — отрицательно 
и равао — и’, то мы будемъ яыЁть: 


Наконедь, пусть будуть заразь ш==— и и в=—я’. Тогда 
мы получим»: 
5* 
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ТЕ а 
а" 


р „ 


а: а т < 


а 


И такъ, формула (3) оказалась справедливо во воёхъ случаяхь. 
$ 92. Обобщене правила поназателей при возвышени степени въ 
новую степень. — Мы доказали формулу 


(ау = а" [6 
для случая, когха т и и положительны ($ 29). Она остается 


енраведливою и въ томъ случаЪ, когда т, или и, или оба виЪет — 


отридательны. 
Предиоложныь сначала, что м -— положительно, а и — отрика- 
тельно и равно — я’. Тогда мы будемъ ныть: 


1 1 ‚ 
=» м = Не а") = дм, 
а == (м) (т = вт =9 &' ‚ди. 
Предположим теперь, чтож, -— — 97, а ® — положительно, 
Тотда мы пожучимъ: 
ув (и 1 ” й ии. {— >) 
@ а (=...) Вы 


Наконець, пусть будуть варазъ т=—я’ и 
Тогда мы будемь имбты 


ур 


Итакъ, правило оказалось общикъ. 


Ту. ТЕОРЕМЫ И ПРИЛОЖЕНЕЯ 
$ 93. Теорема. — кли дано нтеколько раеныть между собою 


Эробей > т, я .. эно можно составить новую дробь, равную 
каждой изъ дачныть, раздъливь сумму чисмителей на сумму зна- 
‘меназнелей. 

Въ самомъ дьяф, обозначая черезь 4 значене каждой изъ дан- 


чыхь дробей, мы будемь имфть, по опредфленю, 


в =, в -=64,...; 
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сложивъ эти равенства по-членко и выпесши 4 во второй части 
за схобки, напишемъ: 


арее +... = Ы...)4. 
Для, навонецт, обф части на (6 -- > 5" -+...), пожучаены: 
ве а 
УЕ © 


что и требовалось доказать. 

Сльдетыя; 1) Предварительно, 90 составлешя такой новой дроби, 
можно умножить числителя и знаменателя каждой изь данныхь 
робей на произвольное число. 

Такимъ образомъ 

оо а ах & ах 
О м 


Такъ какъ данный дроби вослф такого преобразоваюя не изыф- 
нили своего значеня, то по предыдущему мы’ можемь написать: 
а -ех аи + 
АО Е ЫХ -. 
2) Ели дано несколько равныхь между собою дробей и притом» 
позожизнельныхеь, то можно составить новую дробь, равную каждой 
из данныть, разфьливь квадратный корень изу суммы квадратовь 
числителей на квадратный корень изь суммы нвадратовь знамена- 
знелей.- 
Вь самомь дВлЬ, по возведения каждой дроби въ квадрать, 
ны можемъ ванисать: 
9* 4" _ а" ааа"... 


ты я ии... 


Извлекая же квадратный корень изъ отдфЛЬНЫХЬ частей этихь 
равенстеъ, получаемъ: 


(6) 


аи Е: а) 
Ри ни УЕ. 


$ 94. Теорема. — Кель дано мисколько перавныхь между собою 
дробей, сь положизмельными числителями и знаменанелями, то, раз- 
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диливь сумму чисдителей на сумму знаменателей, получимь новую 
Оробь, заключающуюся между наиболышею и наименышею изъ дан- 
зыдь дробей. 

Пусть, напримзръ, даны дроби: 


а а в а 
ЗС. 
Полагая 5 = 4 и, сл довательно, а == $9, заключаем, что 
@# >54 @ > а” >94. 
Складывая по-членно полученныя неравенства и равенство: 


в=м 
получаемъ: 


ара реа" > ее, 


откуда выводимъ; что 


аи а’ а” 
ВЕБЕ И 7% 
ли 
афе-а аа 8 


БЕ > 
Полагая же р ==4 и, слёдоватевьно, а” ==5”4, завлючаемъ, это 
а" < а, & <14, а< и. 
Склалывая по-членно эти изравевства и равенство: 
а" = а, 
получаемъ: 
ааа а" < ФЕНЫ, 

отвуда выводимъ, что 

а, 

БЕЯ 


рее ро" С 
БЕифии р. ._® 


и 


Раненства (8) и (9) и довазывають нашу теорему. 
Легко вывести изъ этой теоремы слёдотв, аналогичныя слёл- 
стыянъ изь теорены $ 93-го. 


УПРАЖНЕН!Я 
1. Доказать равенство 
обе А в) ее в 
Пи т ПИ «бе 5) 


Няфианые 
П. Доказать равенство 


ИН 
и =. 


ПЕ Доказать равенство 


веру р, ее = В зу —- 21) 
а уме) Фуа ив 


Т\, Доказать равенство 


п 

2% ФРУ 

У. Доказать равенство 
1 1 


вет 9+ оаоаео +" _5ерэ = 


Я = 5+9 
отв. Формуны 1, |, 1, Г", \ можно доказать, призеда об части вх 
одвому анаменатеню: тогда получатся тождества. 
У1. Упростить выражен 
у а 
@ рыу—@ +3 * 


УЧ. Упроетить выражен 


ВЫ Че НЫ 
в. Ее 


У. Доказаль пропорцио 


ее 
а+5 “а а Ь 
ао ат . 


с 6 
2% а 1% 


1Х. Упростать выражено 


Е эз 


Тат 


РЕ и 
и показаль что оно представляеть цлый многочлень относйтельно =, 
Х. Упростать выражене 


еь 


пы ее Ея. 


и показать что сумма не содержить знаменателей. 


ГЛАВА ПЯТАЯ 
Алгебраическе радикалы 


8 95. Опредфленя.—Мы ввдфли (8 29), что для возвышевя 
цлаго одночнена въ т-ую степень нужно возвыенть его возффи- 
щенть въ и-ую стелень и унвожить на зи всЪхъ показателей. От- 
сюда слфдуеть, что если коэффищенть какого-нибудь одночленв 
представляеть точную мую степень, а побазатели-—числа кратныл 
относительно т, то дая ымлеченя корня зт-бй степень ить это 
одночлена` жлекають корень т-ой степени изъ пооффищенниа 
дълять на т веъжь показателей. Такь, напр. 


у арене 


ба’. 


Весьма часто случается, что нфть такого ращональнаго одно- 
члена, зи-ая стенень котораго равнялась бы хавному одночдену; 
въ такомъ случа корень м-ой степени только обозначають при 
помощи знака: : чаю, т-ая степень котораю равна А, изображать 


мосредствомь у . Такое число называется радикаломь, 8 т’ ею 


коказателемо, Называють также фадижеломь в самый звакь У. 


— 78 — 


Нели А представляеть многочленъ, то корень зв-ой степены - 
изЪ него почтя- никогда не можегь быть выражень лругимъ мзото- 
членомъ; правила для нахождены корня въ вндф ыногозлена, если 
только въ такомъ видф онъ можеть быть представлент, выводятся 
лишь во 2-ой части алтебры. Мы во веёхъ случаяхь корень ой 


стешени изъ количества А будемь обозначать черевъ УД. 
$ 96. Различныя значения У Я. — Если ограничаться положи- 


„_ 
тельными числами, 10 У А по нашему опредёленю будеть 
нифть тольво одно и притомъ вполнё опредфленное значеше, Но 


по соглашенямъ, привятымъ въ злгебрь, придется Ух дать 
болфе широкое толковаше. Намъ могуть представиться четыре 
случая, 

1, Если А положительно и эм — четное, то корень зл-ой сте- 
пели изъ 4 иметь два равныхт, но противуположныхь по знаву, 
зваченя. Въ самоиъ дл, накой-бы знакь ни стояль передь 


У, это число, будучи возвышено зъ т-ую степень, дасть 
всегда 4, тавъ какь произведене четнаго чнеля отрицетельныхь 
мкожитедей зсегда положительно {8 40). Напр, У4 можеть 
дать, по нашимъ соглашешямъ, какъ число — 2, такъ и число -|- 2; 
вотому что и то, и другое въ квадрат даеть 4, 

2. Если А — положительно м т — нечетное, то яока нельзя 


принисать у я другого значешя, болёе общего, чФмъ ариемети- 


ческое. Такь, нанр., Уё=2. 

3. Иен А — отрицательно и зи — четвое, то у. А не вы- 
ражаеть собою никакого числа: ни положительнаго, ни отрица- 
тельнаго. Д»йстнительно, четныя’ степени какъ положительных, 
лакъ н отрицательныхь чисехь всегда положительны (8 40). 

4. Если 4 — отрицательно и зи — нечетное, То ПОлОЖявЪ 
д= 4, будежъ нить: 


УЯ=У-4=-ИЯ, 
тавъ как при з. нечетвомь т-ая стенень — У’ будеть — 4" 
В 


з 
Нин, что все равно, А (8 40). Такъ, напр, И-8=—Из-= 
= — 2, потому что вубъь — 2 есть — 8. 
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Эти обобщешя яыёютъ въ алгебрё большое значене; со вре- 
менемъ мы разовъемь  ихь еще болёе, но въ этой главв ботана- 
вливаться на нихь не бухемъ. Зднсь мы разсмотримь только по- 
ложительные корни изъ положеителиныть чиседь. 


1. ИРЕОВРАЗОВАН1Е РАДЯКАЛОВЪ 


$ 97. Принципъ 1. — мн радикаль умножень ма какой-нибудь 
множитель, то посвюднёй можно подвели подь знакъ  радикала, 
аредварительно возвысивь ею въ стенень показателя корня. Такъ, напр., 


= 


.ъ 4" . а) 


Въ свмомъ дЁлЪ, возвышая въ т-ую стенень какъ аУЪ, тавь 


и Иа", получаень одинаковые результаты, в именно, для пер- 
ваго выражен!я: 


м ( и 
аИ5) =а\УЪ) =а%, 
потому что играя степень произведеня равна произведен т-ыхь 
степеней множителей; для второго же выражен: по самому опре- 
„лАлению, имвемъ: 
ут м 
И атб) =2 а". 

Изь той же формулы (1) завлючаемь, что можно множютель, 
натодящийся подь раднкаломь, вывести изь подь нею: стоить только 
изъ этою множителя извлечь корень указанной степени. 

$ 98. Принципъ Н-—Значене радикала не-измънинся, если умно- 
жить показатеая корня и покамипеля подкоренню количества: на 
одно и то же число. Такъ, напр., 


уе. (2) 


Въ самонь дЬаВ, возвышая зъ ту-ую степен какъ У”, такъ 


ых . 
и Уа”?, получаемь одинаковые результаты, а именно, для пер- 
ваго выраженшя: 


а’ ава, 
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потому что тр-вя степень какого-нибудь выраженя есть р-вя сте- 
нень #-ой етепени того-же выражешя ($ 29); дан второго же вы- 
раженя, по самому опредфленню, имвемъ: 


Изъ той же формулы (2) заключаемъ, что можно раздьиень 
хакь поназвонеля корня, такь и пюказозтеля нодкореннаю количества 
на одно и то же числа, не измьняя значейя раднкала- 

$ 99. Упрошеше радикала.—Есле подъ корнемъ стоитъ количе- 
ство, возвышенное въ ифкоторую степень, то такой радикаль часто 
можно упростить. 

1. Если показатель корня ровень показателю степени, то оба 
Фьъйствея взаимно утодтожиются. Въ самомъ дфдф, по $ 95-му 
имфенъ: 


ИУ == и. 


3. Ели показатель корня и показитель стоны пмиють обще 
омнооеитедя, то на неш обоить показателей модено сократить. Въ 
самомъ дЬлЬ, по 8 98-му инфемь: 

р м 
Ут = Ут. 

3. Вел нодь радикаломь есть множчитель сь показенелень, крат- 
нымь относительно показателя хория, то вю можно вывести изь- 
подь знака радикала, рездъликь еб показателя на показателя корня. 
Въ самомъ дьлЬ, по.8 97-му имфемъ; 


Уи = РУЗ. 
Г 100. Приведене радикаловь нъ ‚ одному показатеме (корня). — 


Цуеть будуть давы дева радикала: Ут, у; можно въ пер- 
зомъ радинаяь показатель корня и показатель степенн уиножить 
на показатель и второго радикал, а въ послфднемь показатель 
корня и показатель степени умножить на повазатель ж перваго 


радиваль (8 98}; посхЬ этого мы будемъ нифть: Из =". н Ин. 
Теперь оба радикаха—съ однвыъ и т6мъ же показателемт, такъ 
хакъь послфдь!й есть произведеше обояхь показателей корня. 
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Итакь, чтобы привезти два радикала къ одному показателю 
(корня), умномелнить показателей корня в етенени въ кажюдомь изь 
нить на показатевя корня въ друюмь. 

Также, чтобы привести нзъеколько радикаловь къ одному пока- 
зазтелю (корня), умновають показителей корня и степени въ каж 
домь изь нигь на произведее понозителей корня вп всъхь остиль- 


ныхь. Такъ, напр., радиканы 


поел такого преобразованя примуть видъ: 


эру ив 


мн 
Уст, "Урти, “Ут, Ут, 


Эти правила имфють больнюе сходетво съ правилами приве- 
дешя дробей въ одному знаменателю. Сходство это можно про- 
вести и далфе, приводя радикалы къ такому общему показателю 
хорня, который равень общему ноименьшему кратному веъть пока 
зателей корня. Въ саномъ дЪаЪ, пусть р будеть общимъ наимеяь- 
шимъ кратным вохазателей корня зи, м, р, 9; въ тавомъ свучаВ 
мы можемъ написать: 


ви, ри, вы, в=9. 


Уиноживь показателя корня и показателя степени въ каждомъ 
радикалв соотьфтетвенно на »’, *’, р, 4’, получимь 


=’ ии 
И”, ИБ, У 


или, что нсе равно, 


в в 
У, И м’, уе 
И. ДъйствтЯ НАДЪ РАДИКАЛАМИ 


101. Умнонене.— Чяюбы леремножить нисколько радикалов съ 
однимь и тьмь же показателемь, бостанючно перемномщть иль 
подкоренныя кодычества м изъ произведенёя извлечь корень той же 
стенени. ТзаЕЪ, иапр., 


о 8) 
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Для дохазательства возвысимь 06 части этой формулы въ 
зп-ую степень. Тавъ какЪ изая степень произведен равна про- 
изведешю э-мхъ степеней множителей (8 29), то, возведя первую 
часть формулы въ э-ую степень, будеиъ нить: 


(езуия = (050998) = ава 


Вторая же часть по возведещи въ ту же стецень дает, по опре- 
дЬленю, тавве абей. Результаты похучились одиваковые; сабхова- 
тельно, формула (3) справедлива. 

Флобы перечномеить иъьеколько радиколовь съ разанчными яока- 
затеаями, приводить ить сначала въ одному показателю (8 100) 
в запльмь поступоють ‘ино предыдущему, Такъ, напр., 


ао мом. м 
Уе.И г.в = И.И а".Ув 


ини 
== Инет, 


Ели радикалы цлиоютна козффииенты, численные или бузценные, 
зо иль таке перемножають. Такъ, вапр., 


р з я 
зу. аку = вы уаЯ 


$ 102. Дёлене-— Чтюбы разтамть два радикала съ одним» в 
этьмь же покозателемь одинь на друюй, достаточно раздъмеить 
одно на друбе ить подкоренныя количества и изь частнаю извлечь 


хорень той эсе стедени. Такъ, напр., 


= и Е . 4) 


Для довазательства нозвысимь 06% части этой форитлы въ 
т-ую степень. Такь кавЪ эрая степень дроби равна частному отъ 
ДВлещя ›-ой стешени чисаитедя на зм-ую стецевь знаменателя 
{8 37), 10, возвытая въ »-ую степень первую часть формулы, 
получим: 


Вторая же часть по возведени въ ту же степень даеть, но опре- 


й а 
дфлению, также 3. Резульнаты-—одинаковые; слфдовательно, фор- 


мула (4) сираведлива. 

Чтобы раздьлить два радикала съ различными пон 
одинь на бруюй, приводить ‘ить сначала въ одному то 
и затьмь поступають по предыдущему. Тавъ, напр., 


залнелями 


нзизнеаЮ 


но Му 
[2 зы 


Если радикалы изньють коэффишенты, то ить таких дваять 
одинь на друюй. Такъ, напр., 


звИ а" ЗА нам 
ви №. 
$ 103. Возвышене радинала въ степень. — Улобы вбзвыгить какой“ 


нибудь радикаль въ степень, возвьицакинь въ эту степень подкоренное 
холичество. Такъ, изпр., 


ву и в 
(у -уя. © 

Иля добазательства возвысимъ 06% части этой формулы въ 
зи-ую степень. Так какь м-ая степень оть р-0й степени вавого- 
вибудь количества равна рун-ой, или мр-ой стевени того же коли- 


чества, и обратно, (8 29), то возвышая въ зн-ую стенень первую 
часть формулы, получимъ: 


2 ито / 


а ау а «йе Гу 


Вторая же чаеть по возведен и въ ту же степень даеть, ио онре- 
дфленю, также а”?. Результаты —одинаковые; слдовательно, фор“ 
муза (5) справедлива. 

Радикаль нпослЪ возвышевя въ степень упрощають, если это 
возножно, по правиламъ $ 99-10. 

Дели радикаль иметь коофуиитенть, эно ео также возвышитють 
65 ту же степень. Тавъ, натр., 
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8 104, Извлечене изъ радинала норня.— Чллобы: сзедечь корень 
азъ какою-нибудь радикал, умножають показателя корня двннаю 
фадикала на показателя новаю корня и затвыъ упрощаютъ резуль“ 
тать, если это возможно. Такъ, напр., 


уу. © 


Даян доказательства возвысихъ об части этой фериулы въ 
тр-ую стеленъ. Такъ кайъ тр-ая степень какото-нибудь хколаче- 
ства равна з-ой стенени р-0й; степений того же количества 
{8 29), то при возвынен первой части формулы лъ и-тю степень 
будемь имЪть: 


и $27. СИТ ‘узу 


Вторая же часть по возведен въ ту же степель даеть, ло опре- 
дьленю, также а”. Результаты одинаковые; слдовательно, фюр- 
мула (6) справедлива. 


в". 


ПП. ДРОвНЫЕ ПОКАЗАТЕЛИ 


$ 105. Опредфлене—Мы зидёхи (9 95), что для извлечешя 

корня р-ой стененин изъ количества а”?, показатель степени кото- 
раго есть кратное относительно показателя корня, достаточно ио- 
казателя степени раздёнить на показатели корня: 

2. 

Ки? — а". 
Но еели показатель степени не удовлетворяеть этому уеловнь, 
то предыдущее правило не прихожимо л тогда коревь р-ой степеня 


р 
изъ а” обозвачають черезъ Иа”. Распространая это правило я 


на поел дн случай, мы должны были бы ваписать а”. Поэтому, 


для сохранения за этамъ правидомъ лей его общности необходимо 
2 


ввесли сомашене; представлять радиваяь У” посредствомъ 
= 


снивола 0, 
Мы примемъ, какь опредёзеше, чо букта а съ вробнымь пока* 


ча 
Залиелемь — предетаевляеть собою радыкаль, у которою показатель 
р 
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корня есть знаменатель р, а показиинель степени подхореннае кози- 
чества чцелиянель т. Мы сейчаеь увидимт, что кавое обозначеню 
даеть немъ возможность проще изложить предыдущия теорекы. 
Прежде чёмь зынснить преимущества такого обозначен, зам8- 
тимъ, что оно не можеть привести ни къ какому противорвчю и 


. " : т 
что выражене а? сохранить свое вначеще, если показатель — 
т’ м 
замзнить равной ему Хробыю- г. Иначе говор, если = 7’ то 


т..е., по тольво-что вводевному опредфдентю, 
#__ и 
Иа" = Уч”. 


Но поеяфднее равенство очевидно. Въ сомомъ двдЬ, нося при- 
зедещя къ одному показателю корня оба радикала преобразуюзся 
2’ в ___ 

соотьфтетвенно вв Уа”” п Иа”; гдЪ подкорекныя количества 
также имфють равныхь показателей, потому что изъ равенства 
и , 
у = я вытекаеть равенство т” = ягр. 

$ 106. Обобщене правила показателей при умноженм.—Мы дока- 
зали (8 28) для цфлыхъ й ноложитехьныхь показателей форнулу 


аа". [69 


Эта формула остается справедливою и тогда, когда 2, или я, или 
оба показателя заразъ дробныя числа. 


Предиоложимьъ сначала, что * — дробное и равно -, а я— 


5 


цфлое. По опредёленно ($ 105} и Ему принциит ($ 97) будемъ 
имть 


р 
О 


,_ В В 
ат. = И. =: УР ай = И. 


Прилатая наше оогдатене къ посльднему зыражению, нолучимъ 
#9 Рун ` 
али @* 


;. елёдовательно, 


2. 
+ 


а" 
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Предположимь тедерь, что оба множителя съ дребными покя- 


8 


зателяни, т.е. 940 ж= Ч и т. Тогда мы будемъ имёть: 


яв е_ 
и ат" = И.И = И. Иа = Утий = У". 


осжфднее зыражен!е, по нашему соглашенйо, можеть принять виДЪ 
уе. в: 


ай ниши пт Г: слёдовательно, 


$ 107. Обобщене правила показателей при дЕленм.—_ При цЖлыхь 
ин положительныхь повазателяхь жи п мы вадфли (8 89): 


(2) 
Эта формула оетается справедливою и тогда, когда ® или *, или 
оба показателя заразъ--хробныя числа, 

Предположимъ скачала, что зи == й ‚ ап — ифлое. Тогда мы 


будень иыЪть 
” 


. _ р 
ато на у ут. 


р 
2. тя 
и 7 наи а”: сяфдовательно, 


Предположимъ тецерь, что № — цёлое, а „= я . Въ этомь 


сзуча$ мы будемь выфть: 


р *. Ч Геи 
ом оиесий = а: Уи ИУ нм 


Посльднй рахилаль, по нашему соглашению. можеть иринять видь 


--2 
"7 ижа °®; сядовательно, 


2 
р-р 


— 88 — 


+ 
'Предиоложинтъ, наконець, 910 т=Е= и и= Е Въ таконъ 
случа иы можемъ написать: 


О-В в. 
2 == Уз:У а = У: У ат = Ув". 


я 
а" 


$ 108. Обобщеше правила показателей при возвышенми степени въ 
новую степень.—Мы доказали (8 29) дая цфлыхъ и положительных 
значенй ж и п формулу 
ат а". (8) 
Эта формула остается справедляною и въ томъ случаВ, когда т, 
Нан п, или оба показателя заразь-пробныя числа. 
Предположимъ сначала, что т == В, & п — цёлое. Тогда мы 


будемъ имфть: 


ре, 


т .. 


` 4 
. — „ 
и такь кавъ, по нашему соглашению. Уа” = а? ==а7 , то от- 
сюда заклюзаенъ, что 


в 
"= 
Нредноложимъ теперь нзобороть, т.-е, чю м — ифлое, а 

в = :. Въ такомь случаб будемъ имАть: 


ы 
$ 


(а) == (а") 


Нредволожнмь, наковець, чю == 


случа» мы можеиъ написать; 


ив" : * г р.т 
атлет Ус.) уаай ат Та. 
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$ 109. Обобщеще правмла показателей при извлечены корня изъ 
степени. —Мы видфли ($ 105), что при ифлыхь и положительныхь 
значетяхь и и п существуеть фориула 


ий 
она была доказана для слузая, вогда я длится на я» н праннта 
по соглатеню, когда в не дфлитея на зи. Эта формула остается 


-справедливою и тогда, когда #, или я, или 06а числа заразъ— 
дробных. 


(4} 


Предположимь евачала, что жж — цлое, ап 
будешь ииътё: 


”. Тогда мы 
4 


У ур» 


а тавъ такъ, по вашему соглашению, послАдый радиваль можеть 
2 в 


быть вависанЪ въ видь и” или а’ то, слёдовательно, 


2. 
:: 


а 


Предположныь, во-эторыхь, что ж == Е, ая — ифлое. Корень 


съ показателемъ й изъ количества д” есть такое число, р - а 


степень котораго равна а”. Назовемъ это число черезъ х и тогда 
запишем: 


9 
‚ вли Ух” = 


Если 068 частв этого равенства возвысить въ 4-ую степень, а по- 
томъ изь попученныхь выраженй язалечь корень степени у, то 
буденъ вифть посяфдонательно: 


а", ры Иа а =в’ 1, 


хтвуда заключаемь, что 


з* 


84 — 


ры Выражене 


‚ 
и вы 


Нредположимъ, наконець, что т = т. 


ееть такое количество х, ав степень котораго равна &?. и 


поэтому мы можемъ написать; 


2 Г ч_ : 
2 =а', или Ух’ = у“. 


Возвышая 00% части послВдьиго равенетва въ 4-ую степень в 
потомъ извлекая изь полученныхт выражен корень »-0й степени, 
мы будемъ имфть послёдовательно: 


$ 110, Обобщеше на случай, ногла дробвые показатели отри- 
цательны. —— До сихъ поръ мы предполагали, что числа жи в 
положнтельны. Различныя формулы, распространенныя на дроб- 
ные похезатели, останутся справедливыми и тогда, когда дроб- 


ные показатели будуть въ то же время и отрицательными; стоить 
ы р 


только согласиться понимать поль сямволонь @ 7 выражеше 
1 : 1 
-; (889), или, что то же самое, выражен = (8105). 
а? ” у“ 

Въ самомъ дёлЬ, если при всевозможныхь положительныхь 
значеняхь т, пфлыхь или дробныхъ, сираведлива формула 


то и веБ разсуждения, посдуживия намъ въ предыдущей глав 
($8 89—92) для распространеня формуль на тВ случаи, когда 
показателе — вфлыя отрипательныя ‘числа, будуть пригодны, 
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безъ веякихь изыфнен!й, для распространена тёхъ же формуль а 
на т случан, когда показатели ве тольно отрицательныя, но въ 
то же время и дробныя чнела.  - 

Занфтимъ, что формула (2) $ 107-го справедлива и тогда, когла 
зн < в, по посяфднему соглашенйю. 

Остается намъ сд®лать только одно обобщене: на случай извле- 
четя корней. При всякихь положительныхь значешяхь 2 и м, 
цфлыхь или дробныхъ, мы имЪеыъ формулу ($ 109) 


И =”. (4) 
Эта формула остается справеджною и тогда, когда зи, или п. или 
06а заразъ отрицательных числа. 
Нредположииъ сначала, что я отрицательно и равно—я’, а я— 
положительно. Тогда, вибемтъ: 


у игя = И: * г ы : 


но такъ вакъ, по нашему соглавгению, послфднее выражене ножеть 


быть написано въ вида ”, ван а” т, то отсюда заключаемъ, что 


„ * 
У = а-*:* = а" 


Предположимъ, во-вторыхь, что отрицательно н равно-— иг’, 


а п положительно. Выражене а” есть такое количество х, 
{—*")-ая степень вотораго равна а”, и мы можемт поэтому написать: 


="= „ или 2“ = ==а 


1 
‚ или и ==а 
т 


Отсюда выводямъ, что 


в у 


Предположимь, ваконецу, что в == — я ин-= — я’, Выражеще 


Уа-=. ость такое количество 2, (—"’)-ая степень вотораго равна 
а-". Такнмъ образомь ыы имфеиъ: 


а" 
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Извлекая корень и’-ой степени изъ обфихъ частей песлфдвяго 
равенства, получинъь: ^ 


х 


Теперь мы ножемъ сказать, что вс наши формулы для умно- 
ленщя, дЪлены, возвыленя въ степень и иввлеченя ворня--общЁя, 
т.е. что он справедливы хля зсевозиожныхь показателей какъ 
стененей, тажь и корней: положительныхь или отрипательныхь, 
цвлыхь или дробныхъ. 


1. Приложенгя 


$ 111. Ванъ сдфлать ращюнальнымъ знаменатель дроби. — Келя 
знаменатель дроби содерщить одинъ или нфеколько радикаловъ, 
то часто бываеть полезно освободитьен оть ивхъ, т.-е. сдлать 
знаменатель уолнональнымь. особенно при прибхиженныхь вычисле- 
няхь. Нриведемь несколько примровъ. 

1. Пусть будеть дана дробь 2". Умножаемь числителя и 

_ Уз 

знаменателя на Уд: 


Ув НУ 


знаменателя на (Ус — УЪ): знаменатель явится разностью двухъ 


2. Пусть будетъ дана дробь ‚ Умножаемтъ числителя и 


ъвадратовт, и мы получимъ: 
т __ У _ 
Уч ув (и (УМ 


3. Подобнымь же образомь 
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5. Пусть будеть дана дробь —_* _ __. Ужножаемь 
Уа— уб уе 
чиелителя и знаменателя на Ув — ИБ — Ус в, разснатривая 
Уа— УЪ, вакъ одно нолячество, видимь, что знамеватель явится 
въ такомъ случа произведещемь суммы на разность, те, мы 
получим: 


жуа— УБ— ус) 
(ия ув, 

и 
— 2 у4 


а -ь 
Такимъ образомь мы пришла къ 4-му случаю, когда знаменатель 
не еодержить бол%е одного радикала. 


6. Пусть будеть дана дробь 


триваемь знаменатель, накъ сумму двухъ членовь (Иа — УЁ) 
я (ИЯ), и умножвемь числитель и знаменатель нашей дроби 
на разноеть этихь членовъ: 
т У УБ—-У@ _ 
Уз— УБ--е— У в 2уб-—е—а-уя 


пе -е-а-8 УЕкуя 


Тавииъ образомь мы пришли къ 5-иму случаю, когда знаменатель 
состеить всего изъ трехъ членовъ. 
ы 
т. Пусть хеперь будеть дава дробь; ^^: ``. Мы знаемъ, что 


Иа и * 
Февр. 
Умнонаему зоэтому зислителя и знаменателя нашей дроби ва 
Уя—у%+ у нием: 
Е = у8+ Ум 
а + $. 


8. Также имфемь: 


0} тив ув. 
ИУ а—ь 


"УПРАЖНЕНИЯ 


Г. Упростить выражене 


@— 9 Уз 
|. Показать, что эваченю 2, равное 
НЕА оный, 


обращаегь эъ пуль выражен 


2 3рЕ +4. 


каковы бы ин были р и 4. 


Ш. Докааать равенство 


У 
р 1 
”] =ийя, 


Достаточно возвысить въ квадратъ 06% части и получимъ тождество. 


Гу. Упроетить выражен» 


бт, зай —г 


\. Упростить выражен! 
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У1. Упроотить зыражене 

И у че + У» + у 6. 
отв. АИ. 


УП. Во что обратится выражене 


Отв. Въ 1. 


УШЕ. Во что обралитоя выраженю 
2 Уи И 


1 
= —} 
уу 


мет, 


зи 
тв. Въ уть. 


1Х. Во что обратится, пра томъ же предположены, выражеше 


(ИИ 


1 
отв. ВЪ м ду. 


Х. Во что обратится выражеше 


УТ 


бт. Въ 48. 


ХЕ Во что обратится выращене 


КНИГА ИП 


* Уравненя первой стелени 


ГЛАВА ПЕРВАЯ 


обийе принципы, относяицеся къ уравненямъ, разсматри- 
ваемымъ отдфльно 


1. ОпрЕдвлЕнЕя 


$ 112. Равенство. —Дза количества, отдфленныя другь отъ друга 
звавомь =, образують равенство, 

$ 113. Томдеетве. — Тожбествомь называется равенство, обра- 
зуемое двумя равными численными количествами или двумя фор- 
мулами, получающими одинаковыья значетя незвисимо оть част- 
нызь значенй" буквь, входнииить въ нигь. Тавъ, наир., 


5, вЕТЧЬ 


ия у, 


па“ а"*" 


суть тождества, 
$ 114. Уравнене,.- Особенно слблуеть отифтить такое равенство, 
называемое уравнещемь, которое нипеть исто только при нпко- 
эторышгь частныль знаментять букнъ, входящихь въ нею, и которое, 
слфдовательно, можеть служить для опредфлешя этихь значенй. 
Такь, напр., 
- З—-18=6—х 
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веть уравнеше: ово имфеть мото чолько при олномъ часгвонъ 
знамени х = 7. . 

Въ уравнены различають дВЬ частн такъ называются выра- 
женя, отдфленныя хлругь отъ друга знакомъ ==. Часть, помё- 
зщаемая съ лЬвой стороны этого знака, называется первою, а съ 
правой стороны-—опюрою. 

Буквы, частвыя значешя которых» преврыпають уравнеше въ 
тождество, называются нензеъонными уравнешя, а эти застныя 
значещя-— фуышенями или корнями уравневя, Обыквовенно неиз- 
вфетныя обозначають послфдними буквами алфавита: х, %, 2, 

Рьыцнить уравнене — зто значить опредёлить его корни. Гово- 
рать, что корни уравнешя удовленвортоть ему, такъ ваЕЪ они 
обращають его въ тождество. 

РЬшене уравнен й составляеть нзибоя%е важную часть алгебры, 
а по мин нфвоторыхь это есть истинная ея пфль. 

$ 115. Равносильныв уравненгя.—Голорять, что два уравненя съ 
одвфыи и тфии же невзвёстяыми равноснльны, если они дають одни 
в явь оке риневя. Веетда одно уравневе можно замфнить хрутимъ, 
Разносильнымъ съ нимъ. 

$ 116, Уравненя съ одною и съ нфскольними неизвбетными, —_ 
Уравнения различають по числу неиззЪстныхь, входящихь ВЪ нихь; 
тавныъ образомъ разсматривають уравненя съ одною нежзвёстнох х, 
уравневя съ двумя неизьбстными х и у, уравневя съ тремя 
неизвестными: х, у ил, ит. д. 

$ 117. Степень уравненя.—Есля об части уравневЁя прелстав- 
ляють собою ращовальныя выражешя ин притомъ цпфлыя относи- 
тельно ноязьфстныхь, 10 стеленыю уравненя будеть сумма покиза- 
зидей нонззьстныяхь во шомь Чин, дв те сумма намбодыиая. 


— 7 = — 2 вить ураваев!е первой стевени сЪ обною ве- 
извЪфетною 1; 


Прима: 13 


зевзвъотныхй 2 н у. 


1 42у — 37 = — 5у веть уравнеще внюруй степеня съ бвуми 


Н. Ирянципы 


$ 118. Теорема 1— Можно прибавить по однуяу и тому же 
количеству къ обыьмь часлямь уравнения, не нзмпцян услойй, кото 
рымь подчинены ненинетныя: другими словами, посль такою ири- 
бавденя получается ‘новое. уробнете, равмосилизюе сё первым. 
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Въ самомъ дЪлВ, пусть А и В будуть части даниаго уравне- 
я, т.е. . 


А= В; а) 
прибавяяемъ къ объимъ частямь по количеству и; пизпемть: 
Ата Ви. {2) 


Всякое рёшене уравневня (1) придаеть А и В, по предполо- 
жевйо, равных численныя зваченя; слБдовательно, если прибавить 
въ этимь численнымь значешямъ соотьфтехвенное численное зва- 
чеве количества м, то получатся разных числа. Съ другой сто- 
роны, эти числа будуть численными значемями обфихь чаетей 
‘уравнешя (2). Итавъ, всякое рЬшене уравнешн (1) удовлетворяеть 
уравнению (2), 

Обратно, всякое рёшене уравнешя (2) придаеть вакъ (4 -|- ®), 
такъ в {В-- м), равныя численныя эначев:и; слёдовательно, если 
зычесть изъ посёднихь соотвётственное чиеденное значене количе- 
ства т, то остатки получатся равные. Съ другой стороны, эти остатви 
будуть чискенными зваченями обЪихь частей уравневя (1). Итакъ, 
`всякое рышеше уравнешя (2) удоплетворяеть уравнению (1). 

Отсюда завлючаемъ, что оба уразнени—развосильвы. 

$ 119. Замфчане,— Доказанная теорема справедлива и тогда, 
когда #2 обозначаеть какое-нибудь число, положительное вля отри- 
цательное. Поэтому никакого обобщеня не будетъ, если мы пря- 
бавимъ такую фразу: можно, не намюняя значешя уравнешн (тее- 
сохраняя всё его корни и ве вводя новыхъ), ирибавизь къ объ- 
ин @0 частямь или отнять оть нить по одному и зюму же числу. 

$ 120. Сльдстые Е первнесеще члевовъ,—Л(ожно всегда изъ одног 
масти уравненя веяьёй ея чаень перенести въ друную въ порбмльнью 
знака. 

Въ самонъ дЬлЪ, селн № равно, во противоположно по знаву 
какому-нибудь члену уравненя, то, прибавляя къ обзямъ частямъ 
послёзнято 10 з0, ыы этимь самымь заставимь вышеупоманутый 
членъ вв одной части уравневя нечезнуть, а въ другой его части 
полвиться съ обратвымь знакомъ. 


Напр, прибавляя вы объимъ чвстямъ уравнения 


Зах 


Шо (-— 2), полузимъ: 


— их. 


Мы видимъ, что въ одной части члевъ (+2) исчезь, а въ другой по- 
явился съ обратнымь знаком. 


$ 121. Слбдетые И, — Можно излоънит»ь одновременно знаки у 
незьгь членов» уравневя, 

ДЬйотвительно, перенесемъ всф члены первой части во вторую, 
а всф члены пторой въ первую. Пусзь дано, напр., уравневе 


8— 


5—2; 


лослв перенесеня членовъ око приметь видъ: 


в это одво и то же, что 


Мы вызпят, что вов члены задаянато уравнены измёнили евой знакъ, 


$ 122. Теорема Н.— Люжно унномнь ть чаети уразненя на 
эйно коне же волиместни, не изатьняя цели, коморимь подчинены 
ентлиныя, ани» бы только численное значеше множиниая не яв- 
эялобь бы нулемь. Поель этикою умножения получается новое уравне- 
ни, равноснльное съ зерзамь. ‚ 

Ддя довазательства тиножемъ обё чаети уравненя 


А=В а) 
на м: булежъ иуфть: 


Ат = Ви. [22 


Такъ кавъ всякое рёшеве уразиемя (1) придаеть 4 и В рзв- 
ны числениыя значени, то, умновая послфдаия на соотвфтетвенное 
численное значеще 2, которое, по предиоложеню, не равно нули, па- 
лучимъ произведены также равныя. Сь другой стороны, эти иро- 
изведешя являются соотвЬтствевными численными значении обфихл, 
частей уравненя {2}. Итавъ, веякое рётене уравненя (1) будеть 
рьшещемь и уравнешя (2). 

Обрално, всявое рёшеше уравнешя (2} иридвехь равных зна- 
ченя какъ Ди, такъ и Вю; цовтому, если эти значеня раздфлять 
ва соотаётегвенное значене т, которое, па яредпозаженю, не равно 
нуно, то частвыя. получаются разных; а так НАБЪ УВЫ частвыя вЪ 
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то же время—-чиеленныя значешя обфихЪ частей уравневя (Т), то 
всякое рёшеше уравненя (2) является рышенемъ и уравневия (1). 
СлЬдовательно, оба уравнен!я—равноеильны. 
$ 123. Изь предыдущаго вытекаеть, 910 068 части уравнея 
модено тазоке раздъдиниь на какое-уюдно инело. ВЪ самомв ‘дЪлЬ, 
1 


раздфлить на —вее равно, что умножить ва. 
д 


чтобы т, на которое мы дёламъ, ни въ какомь случав не обуа- 
щелось въ нуль. 

$ 124. Важное замёчане, —Въ предыдущенъ принциаь предпо- 
ложеше, что множитель ›: — отличенъ. оть нуля, весьма суше- 
ственно: уравненн (1) и (2) равносильны только при этом усло- 
ви, Въ самомь дВлф, уравнеше (2) послВ перенесешя везхь чле. 
новъ изъ второй части въ первую можеть быть представлено въ 
видЪ: 


. Необходими только, 


(А— Вв=0. (2) 


а въ такомъ случай мы можехлт сказать, что всякое реше урав- 
невуя (1), дЪлая А равнымъ В или, что все равно, обращая А—В 
въ 0, все еше удовлетворяеть уравненю (2), но обратное заклю- 
чене, если #» можеть стать нулемъ, не будеть справедливо, такЪ 
закъ въ этомь случаВ уравнене (2) удовлетворится и тогда, когда 
А ве равно В. 


Прижфрь, Пусть будеть дано уравнеше 


а) 
Умпожвемь обв его части на (2—1); получаем новое уравнене 


Ве -1 ‚© 


РЬшее уравнены (1) {2 удовлетворяеть, очевидно, и {2}. Но значе- 
не 2=1, обращающее множитель (р —1) въ нупь, удовлетворяя урав- 
вю (2)--оно обращаеть въ нуль и первую, и вторую его часть-не удовше- 
творяехь уравиеньо (1). 

Такимъ образомь, умножая объ части уравненя на мночетельь, 
содержащей неизвестных, ны яодвемь ввести постороння руьшеня. 
Эти посльднёя будуть рршеняни уравнешя, хоторое мы получимь, 
приравнявь множитель нулю, какъ это ‘и видно ва предылущемъ 
ирам%рё. Софдовательне, если придется умножить 06% части урав- 
нев на подобхый множитель, то поелф рётешя вновь полученнасо 
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ураваеня необходимо будегь иснытать найденные корни и отброенть, 
какъ посторонше, тБ изъ нихь, которые обращають множитель въ 
нуль, но не удовлетворяють заданному уравиеню. 

Отсюда вытеваеть, что, дъля объ части ураянешя на выраже- 
зе, содержещее неизаьстныя, мы можюемь потерять одно или нь- 
сколько рилщенй. Эти посльднл будуть рилиенёями уравненёя, кото- 
‚ре мы получимь, приравнявь дилитель нулю. Олёховелельно, если 
придется раздфлить об части уравневя на подобное выражен!е, то 
необходимо булеть рёшить не только явовь полученное уравневе 
но также и вспомогательное, которое получится, если приравнять 
нулю дзлитель—и изъ рёшенй послфдняго уразнешя выбрать ть, 
которыя дёйствительно были потеряны. 

Если множитель или дфлитель т есть нЪкоторое буквевное вы- 
ражене, не солержащее неизьфотныхь, то вновь полученное урав- 
неше будеть равносильно съ заданным; при рёшени посафдняго 
слфдуеть, однако, избфгаль предположев@, обращающихь #% въ 0. 

$ 125. Сльдстве: уничтомене знаменателей — Уравнене съ дроб- 
нами членами приводять къ итаюму виду, умножая всь ею члены или 
на произведеще везъть знаменателей, чли на обиие нанменьшее кразтное 
поельднихь: вновь полученное уравнеше, вообще говоря, будеть 
равносильно съ заданнымт. Это правило есть очевидное слёдетае 
изъ теоремы Й и теори дробей. 


Пиыфрь | Пусть будеть дьно уразнеше 


т 3 
Е 


2 


В (и 


умножавь обЪ его части ня произвадеше {2 -+- 1), получимъ: 


Зее -туво-8, 
зи 
рии + 3. [2 


Сльдуеть, однако, замЪтить, что множнтель 2(.-|- 1), будучи приравненъ 
нулю, даеть решешя 250, #= —1. 910—веъ 1ь рышеня, которыя мы 
мотли ввести посредствомъ умножешя. Но ни тотъ, ни другой не удов- 
детворають уравненю {2); ольдовательно, ураввешя (1) и (2) разно- 
сильны. 


Прниьрь Пусть будеть дано уравнеше 


1 
—а 


о 
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Очевидно, что 068 части этого уравнены достаточно умножить ва (2? -— а^). 
такъ какъ этотъ знаменатель дфлится на остальные два (х— в) и{е а). 
Тогда мы получимъ: 


эфа-+и—в=1. Ге 


Такъ какъ уравиеше х? — 2—0 иметь только два корня: # = +ав 
==:—а, цёъ хоторыхь ни одинъ ве удоваетворяеть уравнению (2), 19 
уравнешя (1) п (2) поэтому раввоевльны. 


Прииврь В. — Пусть будеть дано еще уравнене 


носп® умполовя объихь частей этого уравпешя из (+ —1) получим: 


1 6+6. [Е 


Эго послднее уравненше имфеть рёшеня 6 и 1, изъ воторыкъ только 
одно, именно 6, удовлезворяеть уравнению {1); поэтому, значене 2=1, 
обращающее множитель {2 —1) въ нуль, должно быть отброшезо. 


$ 126, Теорема И|.—7Лрм созвыяшещи объить частей уравнонёя въ 
одну м ту же степень вводятся, вообще зоворя, постороншёя ралиенёя- 
Въ самомъ дёяЬ, нусть будеть дано ураввене 


А=В @} 
Возвысимъ об его части въ квадрать: 
4*= В. (2) 


Очевидно, что всякое рЬшеве уравнешя (1) будеть рёшешемъ. 
и (2). А такъ кекъ это посяфднее можеть быть представлено въ 
вид: ` 


4: — № =0, вли (А В(4 — В = 0, 
то оно заключаеть въ себ рёшеня двухъ уравнен!- 
а—В=0. А+ В=0. 


Сл довательно, оно явлнется болье общимъ, чБиъ (1). 
Точно также выводимь, что уравнене 


“= В", 
будучи представлено въ. видё: 


А"—В"=0, зы а ва ва"-ч Ву, 
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заключаеть въ себф сверхь решен уравненя (1), обрашающихь 
первый иножитель нашего уравнен1я въ нуль, еще рёшевя урав- 
нешя 


А БА ВАО. ВО, 


обращаюня второй его множитель въ нуль. 

Поэтому, если придется для р®шен!я даннаго уравненя возвы- 
сить обф его части въ одну и ту же степень, то посл рёщеня 
вновь полученнаго уравненя слёдусть испытать корни посяфдняго 
и отбросить, какъ посторонние, тб изъ нихь, которые не удовле- 
творяють заданноиу уравненю. 


Напр. пусть будеть дао уравневе 


Ив 9) 
Дая рышен!я возвышаезь об его части эъ квадраты: 
9 2 — 182 81. 2) 


Посльлнее уравнеме можно рьщить по павъотному правилу, что мы 
пзложииъ впосльдствую; получижь корвн: 2-8 я 2-8. Изъ нихь 
==9 удовлетворяеть даввому уравненно, а #==8 не удовлетвориеть в 
должно быть отброшено. 


Посяфдай результать можно тёыъ объяснить, что уравяеше 
(2)—квадрать не только уравнены (1), но также и схфдующаго 
уравнемя 


— Уф д=2—9 


которое удовлетворяется при 2 = 8. 


ГЛАВА ВТОРАЯ 
Рьшеше уравненя первой степени съ одною неизвфетною 
1. ПРАВИЛО ДЖЯ РЕШЕН1Я УРАБНКИАЯ 
$ 127. Примёры. — Принципы, изложенцые въ предыдущей глаз, 


достаточны дял рёшевя уравневи первой стененн еъ одною нейз- 
эвстною. Нокажемь это на кфоколькихь прижфрахь. 
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Принфрь Пусть будеть дано уравнеше 
4 


= + 13. $1) 


3«— + м 


Уничтожаемъ сначало знаменололей, умножая на вхъ общее наименьшее 
кратное—въ данномъ случа на 8#—0бЪ части уразвевы ($ 126); нолу- 
чаемъ уравноне 


2595 — 112 — Эа 205 + 1682 -- 1092, о 


„равносильное съ заданнымь, такъ какъ множитель въ этомъ случа — 
численный (8 122), 

Двлье, вез здевы, содержаше ненавзотное, переносимь въ одву 
часть, остальные яъ другую ($ 120), и такимъ образомъ подучаемъ: 


2525 — 1х — 205 — 188 == 1092 -- 112. 
или, п0сп® приводены подобвыхь зленовъ въ каждой части уравневя, 
43 == 1264. [Е 
Посльдвее уравнеше равносильно съ уравнешемь (2) на основами 
принципа, нзложеннаго въ 8 118-мъ. 


Наконень, дълимь обЪ части уравнешя (3) на 33 и получавмъ 


равносильное съ нимь ($ 123} 
э8. [о 


Это же посльдяее уравнеше удовлетворяется звачетемт г, раввымь 
28, и другого решен не иметь, Слфдовательно, и ураввене (1) имъеть 
корень 28, другихъ же корней также ве имъетъ. 

Чтобы убъдиться въ томъ, что уравкен!е (1) имфеть корень 28, стоить 
только въ немь вмЪсто д подставить 28; и первая, и вторая его чаеть 


2 
обратится въ 55 - 


Прымфрь и Коэффищевты могуть быть алгебраические. Пусть, валр.. 


будеть дано уравнеше 


разы 


аитрые "+ и 


Умвожаемь всЪ ого члены на а(о-- $}, те. на общее нкнмевьшее храт- 
ное вофхъ знаменателей; получаемь 50806 уравнен!е 


а + 5а | Бе Е аа Заа + Би -- Ца Въ — Забе-- В 


полученвове уравнеше будеть ранноснльно съ первымь, ‘если при даль- 
въйптихь разсуждешяхь не предпопатать, что @=0 илн. = --9; при 
этахъ значеняхь нангь множитель обращается вЪ нуль ($ 124), 
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Переносныъ вс® неизвъотные члены въ одну часть уравнены, а 
навфотные—въ другую: 


пт зажат Задо 4-5) - Ка РО — ба ее 8) 


это уравнеше равносильно съ уравнещемь (2). — Вынося во второй 
засти 2 за скобки, получаеньг 


225 - За (а В) = [Вае(а 8) + ап -+ 5 — да-- Ва орт 
дьлимъ об части на коэффищенть при 2: ‘ 


аз Зайца В Ф 
Заа Е" -- Ба +5} — ба ЫЙ@+ 5: 


== 


яосльдиее уравнеше будегь также равносильно съ предылущими, евли 
ме дьшать такихъ предположен!8, при которыхь знаменатель послфдней 
дроби обращался бы въ нуль. 

Заыфчаемтъ, что чиепилель этой дроби раренть а’об --- Зе(а -- 5}: два 
же постьднихт члена въ знаменатель‘ могуть быть преобразованы тавъ 


Бе Ба 5 — ие 5. 


кли, посла упрощенйя, 
Ма + Биг. 


Сиьловательно, весь знаменатель будеть: 
Заоа 4-5) 4- а 5), 
или, посль вынесены (а --И зв скобки, 


а(а + 5 ар За +5]. 


Поед$ этого значен!е х можетъ быть представлено въ такомъ видЪ: 


(в) 


Тажъ какъ знамеватель въ формуль (5) обращается въ нуль при 


то слвдуеть избъгаль въ при- 


2-0, при = аи при с=— 


Е: 
За +5’ 
ложеняхь этихь трегь предположен!й. 

Не. хрудно провфрить, что найденное рышене удовлетворяеть. урав- 
нон (1). . . 


2 
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$ 128. Общее правило. — Изъ предыдущихь разсужденй можно 
вывести слфдующее правило: для уюиеюя уравненёя первой стенени 
въ одною неизвъетною: 1) уничтожають знаменателей; 2) переносять 
в> одну часть всп, члены, содерэание неизеьстную, и вь друцю— 
веь остальные; 3) въ каждой часини дълають приведен е подобныть 
членов; 4) дълять члень, евободный сть неизвъетной, на козффи- 
звенть при этой неизеъетной. Частное будеть значешемь не- 
извзетной при тёхъ ограинчешяхъ, о которыхъ мы говорили. Най- 
денное значене повфраютъ, вставляя его въ данное уравнен, 
которое при этомъ должно обратиться въ тождество. 


П. УРАВНЕН1Я, ПРИВОСДИМЫЯ ЕЪ ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ 


Уравнеше не первой степени иногда можеть быть приведено 
къ таковому пря помощи нфкоторыхь преобразоваюй. Покаженъ 
это на изекольвихь примЗрахъ. 


$ 129. Уравнеше — иррацюнальное. 
Примьрь „Пусть будегь дано уравнеше *) 


Уз ==4— Ух. [о 


Возвышаемъ объ его части въ квадраты; 


рав ЗИ (о 


Переносимь неизвЪстные члены въ лёзую часть, в изьъотные-въ пра- 
зую и дьявемъ приведен: 


ЗИ». 


Возвышая еще разъ объ частя въ квадратъ, нолучаемъ: 


12, или ЗУ ==3. ©) 


м) 429, отвуда 2. 8} 

Такъ какъ всякое ръшев!е уравнен!я (1) будеть рвшенемъ и веъхъ ель 
дующихть, которыя суть ве зто нное, какъ слвдетв а уравнена (1), и такъ 
какъ уравнене (5) ме ныфеть другого решены, кромЪ == то отсюда 


зсно, что уравнеще (1) другого ршешя также дать ве можеть. Но не. 


*} Въ этомъ уравнене У4--х и И = обовначають зодомиинельныя 
`чисша: мы оставляемь пока въ сторавь двойное значене радекаловъ. 
Эт замфчаюе относится и къ остальнымь примёрамъ настоящей главы. 


о 


извЪотно еще, удовлетворить ли из самом д%26 уразнешю (1) най- 
денчое рЫшене: мы, вВль, могли посредствомь двукратваго возвышевя 
въ степень ввести посторонн!я рьышения ($ 126). Необходимо въ этомъ 
Удостовъричься, подотазиаъ въ данное уравнево найденное рышене: 


первая ого часть тогда преобраауется тан: 


& вторая 


Сльдовательно, рышене годится; испытан! его все же было необходимо. 


Примурь п. Пусть будегь дано еще такое уравнен!е 


а) 


Чтобы избавиться оть одного изъ ралякаловъ, ега сначала уединяяня» 


въ одной изъ частей уралневя п получаюгы 


Ув уиву 


повль этого возвышають 06 части въ квадрать: 


=-И = 2У ти. 
или. пость упрощены н поремфаы знаковъ, 
УЕ Уха. 


Возвышая спова въ квадрать, получаемы 
_ из: 
Тби=зг.-4У2+:. 
наи. послЪ перенесевгя членовъ и вриведевя подобныхъ, 
Уз ==52. 


Воввышая въ квадрать въ трет разъ, получаем: 


16% == 25°; 


2) 


6) 


ен 


{5} 


8) 


47) 


это уравнеще посль перенесены воъхь чшеновъ въ первую часть мокно 


нредставать въ ввдё: 
экв 254) = 8, ла 


3) 
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Чтобы произведенв двухь миожителей разиялбсь нулю, необходимо и 
Достаточно, чтобы одинъ изЪ нихъ равнялся вулю, и поэтому рышешя 
уравнения (8) будуть: 


Другихь рёшешй кромё этихь ураввеше (1) не можеть ныть, 
А чтобы узнать, будуть ли на самом дьль найденный решены рыле- 
вами уравнева (1), подотавимь ихьъ туд. При а==0 попучимы 


—. 16 
—У-1=1,`а в10 ничего не выражаеть, При х-=55 попучвемь: 


или, послЪ упрощена, 


310 — невозможно. Такимъ образомъ ни одно изъ двухъ найденныхь 
рышенЕ не удовлетворяеть уравнонию (1). 
Не трудно замфтить что вначене 2-0 удовлотворяегь уравнентю: 


Ув 


6 й 
эк — ураввенню 


в звачен 55 


и что 0ба эти уравнешя призодятся къ одному и тому же уравнении (7), квхЪ 
и заданное уравяене, = при помощи такикь же преобразован, 


$ 130. НензаБстная входнть въ уравнеше тожько въ одной 
опредфленной степени; тогда, припявь. послёднюю за новую ие- 
извфетную, данное уравнеше можно разсматривать, какъ уравнене 
первой степеин. 


Примуръ Ш. — Пусть будеть дано уравнене 


В В 
фт © 


Умнождемъ обЪ эго части и& произведене; {1 ---22){1 —- 2%), или, что вое 
равно, на (1 — 421}; получаем: 


э(1 — 2%} 4- (1 + 22) = 2 (1 -—- 427), ©) 
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иди, выподвивъ умномежя и опустивъ члевы, взаимно уничтожьющеся, 


напишемъ: 
За=2 — вый. 3) 


Если“ теперь принять 2’ за ивизвфотную, то уравнове (3) станетт, 
уравнощемь первой степени и изъ него мы получим: 
=4/2= 
= у “> 6) 
$ 131. Нензввстная входить въ ураввеше только под зна- 
вомъ радикала одного вида; оно будеть — нервой схенени, если 


этоть радиваль примемь ва новую неизвестную. 
Примфръ 1У.—Пуеть будеть даво уравнеше 


а Уз 
Уае+ь 


Такъ какъ чволитезь первой дроби дьлитея на ея знаменатель, то мы 
можемь вапиеять: 


@) 


Ус ыы ‹ © 


иди, по уничтожени оставшагося зньменателя, 


, Иа — 6 — Уааьня; 8) 
полученное уравиене — первой степени, если за нензввотвую принять 
радикаль У’ах. Перенося вЪкоторые члены изъ одной части уравнеша 
въ другую, получаем: 

(ОИ ь &) 
откуда 


$5) 


Возвышая объ части этого ураввены въ квадрать м дъдя нхь затьмь 
ва а, позучаемь: 


8 


Ш. РышевШЕ НЗЕОТОРЫХЬ ЗАДАЧЬ 


Теперь мы позажемь на изокольвихь примфрахъ, какую пользу 
могуть принести уравнеши пря решены задачь. 
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$ 132. задача { — Найти учеть венселя 65 1500 фр. за 5 лизсяцевь 
30 срока чез 6'/, зодовъкть. 

Учеть вековля ие что ивов, нанъ чистая прибыль, которую онъ даегь, 
Обоаначаемь этоть учеть чврозт, в; предъявителю векселя придется по- 
пучить 1500 — г. Поолёдняя сумма, будучи понфщена по 6/; годовыхт, 
должна принести въ точеше 5 мсяцевь прабыль, равлую 2. А твхъ 
какъ 100 фр. помвщенные по 6%, годовыхь, привосять вЪ оДинЪ МФОЯЦЪ 
0,5 фр, а въ 5 ыБояцевъ 2,5 фр., то, сльдоватьльно, 1 фр. въ 6 мвеяцевъ 
принесеть 0025 фр., а (1500 — 2) принесуть 0,025 Х (1500 — 2). На дено- 
зав сказанцаго можемъ налисаль такое уравнене 


(1500 —®) Х 0.05 


ити, по равкрыи окобокъ, 


=, 


1500 Х 9,025 — 0,025 # = =. 


. Это уравноше — первой степени и, рёшая его, мы получить: 


=36,585 ..- 


Предъявитеню вексела придется получить 1500 фр. — 


146341 бр. 


$ 133. Задача п-_Ижжежь двд слитка серебра пробы ОЛТЬ и 0,940; 
сколько нужно вевть каждазо изъ михь для образованёя куска сплава 
пробы 0,900 м втьсомз в5 25 зрам.мовз? 

Обозначаемь черезь = ивобходимое для нашего силара чнслотраммовъ, 
перваго слитка серебра; тогда (25 —<) выразить необходимое для из- 
ливго сплава число граммовъ второго слитка.--ВЪеъ чистаго серебра въ 
= граммахь перваго слитка будеть 2Х 0,175, а вЪ (25 — 2) траммахь 
второго (25 — 2) Х 0,40. Слъдоватезьно, все количество чнотёго ееребра. 
въ силавЪ будегь 


2%0115 + 25—#) 09. 


Сь другой стороны, такъ какъ проба сплава равны 0,900, то коляче- 
ство чнетаго серебра. вт, нему, будоть 25 Ж 0,300, и поэтому должно суще- 
ствоваль таков равенотво 


2% 0175 + (25 —2Х 090 =%Х 0,000. 


Это--уравиеше первой степени и, рышая его. мы 


получииь....... ее нь 2-= 6120606... 
Итакь, оть перваго слитка нужно взять, ... 6.7.006, 
„ второго, . а: 18.7.9394. 


$ 134. Задача Ш. —_Парижз и Руан отемоять @ругь оть друза на 137 
хилометровь, Птьма уаз ‚65 Пары 4,25 фр. за 100 нилограмдовь, в 6% 
Руан 4,15 фр.; иадерюкм-переооза, за тонну и за километуь, оставляють 
0.00 йр. Вх кохомь иным. ежу отиии зородами одинаково сызойно аытни” 
Фыбату уоль хоть мзь одчбдо, макв м ‘вр друзозо? 
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Обозначаемъ черезъ « разеюяве мскомаго мъота оть Парииа; 
(137 —=2) выразить разстояше этого мъста оть Руана. Пънь тонны 
угля зъ Парижв 42,5 фр. Издержки перевоза этой тонвы на разотоянйе а 
будуть 20,09. Опьдовательно, тонна угля, купленнаго въ Парижь, 
обойдется на мфоть въ 

Зах 0,0. 


Разсуждая подобнымъ ше образомъ, найдемъ, что тониа угдя, вуплен_ 
наго въ РувнЪ и перевезекиаго на разотояне (137 — =), обойдется въ 


47,5 +37 —#) 009. 
На основан!г сказавийго момемъ написать: 
425 --#Ж 0.09 ==475 + (137—200. 


Это—уравнеше первой степени и, решая его, мы 


ПОЛУЧИМЬ еее. == 96уиан2777... 
Итакъ, разегоянге искомаго мфств отьПарижа . буи. 278, 
. . ‚„ = Руава. ..- 40,изы. 722, 

цвна тонвы угля нь этомъ мветь ... 53 фр. 16 свит. 


$ 135. Заифчане относительно составленя уравненй по условянъ 
задачи. — Ооставинь уравненя мо услойямь задачи — это значить 
выразить посредствомь одного или нфевохькихь уравнешй тф усло- 
ня, которымт, подчинены неизвфетныя количества въ текст задачи. 
Общаго правила дли такого соетавлевя дать невозможно. Пока 
ограничимся сяфдующимъ указанемъ. 

Разсматривая внимательно текеть задачи,- мы почти всегда уви. 
димъ, что для рыневя ея необходимо сначала намЪтать количе- 
ства, равныя между собою; далВе, составить формулы, выражающя 
значене этихь количествь; и, наковедь, приравнять лругь другу 
эти формулы. Тогда мы получкмь требуемыя уравиеня. Для по- 
яенеЕя сказаннаго разсмотримь вновь три предылищё задачи, 

Задача 1— Найти учеть векселя въ 1500 фр. за 5 мфенжевъ 
до срока все равно, что найтв такую сумму, которая, будучи въ 
обращени 5 мФеяневь, ствнетъ росною 1500 фр. 

Задача Н.—Изъь серебра пробы 0,775 ин серебра пробы 0,340 
получить 25 граммовъ такого серебра, чтобы его проба быль 
0,900, все равно, что получить такой сплавъ, въ 25 граммахь 
которато вЪеъ всего чистаго серебра равнялся бы 0,900 Х 25. 

Задача !|.—Въ этой задачв требуется, чтобы стоимоеть тонны 
угля, доставленнатго изъ Парижа въ невомое миВсто, былз бы разна 
стоимости тонны угля, доставленнаго туда же изъ Рувма. 
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Заифчане. — Почти во вофхъ числозыхь задачахь составлеше 
уравненй изъ услой задачи есть, такъ сказать, переводъь съ 
обыкновеннаго языка на алгебраичесый. Иногда бываеть, что теясть. 
задачи не можеть быть переданъ непосредственно формулюю; но и 
ВЪ этомъ случа почти всегда можно избъжать серьезныхь затруд- 
ненёй, если обращать вниизве не ва езмый текоть задачи, а на 
ея сущность. Мы возвратимея къ этому, когда будемь говорить 
спещельно о задачахь перкой степени. 


УПРА ЖНЕНТЯ 


1. Рышить уралнене 


зе — 
Я Тб --4я” 


АЕ ит 
МЕ 30 105° 


3) — 3321 
= п 


В 
те. 2:1 нх=0; второе авачене не удовлетворять уразвенио. 


У, Рыщихь уравново 


> 
И-И Р-н. 


2 
та. г 3; уравненю де удоваетворлеть. 
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МЫ Рьшать уразиевюе 


Улуа- Ух 


Уа+ = Ив 


248 
би тет. 


УН. Рышить уравнень 


У. Рышить ураввоне 


ВИ у 1 
а“ гоВИИ а та 


34а . 
отв г=— 5: уравению ве удовлегворяеть. 


1Х. Рьшить уравнене 


-Х. Рышить уравнене 


у. 


2х 


9%. 2= 


= 


Х/. Рышить уравнеше 
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ХИ. Рышить уравнеше . 
У зу = Ув—2+ уг 


_ _ 64а 
бт ба, 250 ры 


; ва послфднихь авачешя урав- 


венйю це удовлетворять. 


ХИТ. Рьшать уравнеше 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ 


Обе принципы, отноеяпцеея къ совиЪстнымъ уравнеямъ 


1. ОпрЕдзженая 


$ 136. Системы уравнены. — Оистемою уравнени: называется 
совокупность ифеколькихь уравиенй, которыя должны удозлетво- 
раться однёми и тЁми же значеями неизвфетныхь заразъ. Если 
каждое изъ уравненй системы содержить только одну неизвёстную, 
то каждое уравиеше р№таемь отдфльно по методу, изложенному 
въ предыдущей глав, и у насъ будеть столько различныхь задачь, 
сколько дано уравненй. Если же неязафстныя входитЪ одновременно 
въ ифеколько уравненй, то вопрось становитея боле сложнымъ. 

Ришещемь систены называють всякую систему значенй, вото- 
рыя, будучи подставлены выфсто неизвфетныхь, обращають урав- 
вещя въ тождества. 

$ 137. Равносильныя системы. —ДвЪ системы уравненй, съ одвфмя 
и твин же инеизвфстными, называются равносилными, если зна- 
ченя неизвёстныхь, удовлетворяюнуя каждой изъ этихь снстемъ, 
совершенно одинаковы, или, иными словами, если уравневя какой- 
утодно одной изъ этихь еистемъ суть слёдетвя уравненй другой. 

Если дв системы равносильны, то можно одну систему вамЪ- 
вить другою. 

В Н. Прияцииы 


$ 138. Теорема 1.— Любое ызь уравненй системы можно замь- 
вить уравнешемь, полученнымь отъ слоокещя по-членно *) предложен- 
*) Ср. съ примёч. на стран. 6-ой. 
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Такииъ образомъ систены: 


а=и, [ АНВНО-рЕАЧЕЧОЧЬ, (8) 
(| В=В,  В= В’, 
® 0 8 1 с", 

р=р, | 2=р, 


_равносильны. 

Дйствительно, обЪ части важдаго изъ, уравненй системы (1} для 
значенй неизафстныхь, удовлетворяющихь ей, принимають рав- 
ныя численный величины; слёдовательно, и 06% части уравне- 
ня (5) при этихь значеняхь неизвветныхь становятея равными; 
& это значить, что всякое рёшеше системы (1) будеть рыпенемъ 
системы (2). Обратно, Ви В’, Си С", ри Г’ принимають равныя 
численныя величины для зиачей пеизвЪстныхь, удовлетворяю- 
щихь систенф (2), а въ такомь случа и суммы ВОЛ в 
В'-- С’ примуть раввых численных величивы, Но эти значенн 
. неизвфетныхь, будучи рышевями системы (2), удовлетворяють и 
уравненю (а), откуда заключаемь, что А и 4” также привимають 
равныя численныя величины. Слёдовятельно, всякое рышене си- 
стемы (2) удовлетворяеть систем (1). 

$ 139. Заыфчаня.— Предыдущее докалалельство не завпеить отъ 
числа уравненй. 

Можно также сложить ио-членно только часть уравненйй, состав- 
ляющихь систему, я полученнымь уравнешемъ заыБнить одно 
изъ давныхъ, послужившихь для образован!я новаго уравнен я. 

Можно 00 слбдюенёя уравненёй умножить каждое изъ нить на 
хакое-нибудь чиело, такъ вакъ при этомъ не изыфиятся тф условя, 
которымъ подчинены неизвфстныя ($ 122). 

Очевидно, что можно нфвоторыя уравнешя вычесть по-членно 
одно изь другого. 

$ 140. Теорема Н.— Если одно изь уравненй системы рзлшено 
отнаснтельно какой-нибудь неизвъютной, по можно въ сетавшится 
зиювненять замъиить эту неизаъотную найдентамь значешемь, 
знакимь образомь дачная система приводиися въ Оруюй, имнющей 
одною неизаъстною и однимь уравнешемь меньше. 

Такъ, напр., система: 


а) 


— 0 — 


зь которой В, В’, С, С’, Г, Б’ ногуть содержать въ себф вс® 
неизьфстныя, а А-—также всф, кром№ 2, равносильна слёдующей: 


<) 


тдв В, В, С, (., р. Гу’ обозначають выражен, въ которыя 
обращаются В, В’; С, 0’, О, ГУ, когда вамЪнинЪ въ нихь х иа А. 
Въ самомъ дЪяЬ, воякое ршеше сиетемы (1) придаеть равныя 
численных оначеня ги А, а потому въ слёдующихь уравнешяхъ 
можно вифето х подставить .4; послф такой занфны ны, испытывая 
р®теня, будемъ получать равные результаты, которые, очевидно, 
представить численныя значешя частей уравнений системы (2); слф- 
довательно, послфдняя система удовлетворнетен всякимъ рёхше- 
мень системы (1). Обратно, всякое рЫмеше системы (2} обра- 
зцветъ въ ‘равных числениыя величины х и А; слЁдовательно, въ 
остальныхь уравиешяхь можно замфнить А на х, что призедетъ 
къ’ системв (1). Отеюда заключаемъ, что 06% системы равносильны. 
Это доказательство не зависить отъ числа, уравненй. 


8 141. Исключеше нензафетной/—При замфи$ х на А въ уравне- 
вихь В==В’, 6—0’, р=О’ это неизвфетное исчезаеть изъ 
нихь; въ такомь случа говорять, что неизвветная исняючена. 
Веобще, исключить неизвфстную изъ т уравненй значить зам$- 
нить предложенную систему такою, ей ранносильною, въ которой 
(т — 1) уравнешй не’ содержать этой неизвфетной., 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ 


Ршен{е системы уравненш первой степени, число которыхъ 
равно чиелу неизвЪетныхь 


$ 142. Опред®лить значеня вакого-утодно числа ненавфетныхъ. 
вообще говоря, возможно, когда даны уравиен{я первой степени, 
число которыхъ равно числу неизьфетныхь. Въ этой главё мы 
взложимь методы рёшенх сиетемъ, начиная съ прост®йшаго сяу- 
ня, когда дана сясуема звухь уравневй съ дауми ноизвфстными. 
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1. РЕшЕНТЕ СЕОТЕМЫ ДВУХЪЬ УРАВНЕНЗЙ СЪ ДВУМЯ НВИЗВЪСТНЫМИ 


$ 143. Общй видъ уравнешя перзой степени съ двумя неизафет- 
ными, —Обозначимт неизьфохных буквами х и у. Уравнеше первой 
стецени можеть содержать члены тольво трехъ видовъ: 1) члены 
первой степени относительно 2, 2) члены нервой степени относи- 
хельно у и 3) извфотвые члены. Всегда можно перенести въ одну 
часть вс члены, содержащие хи у, и соединить въ одинъ тВ изъ 
нихь, которые содержать одву и ту же неизвестную. Перенеся въ 
другую часть всБ извфстные члены и соединивъ ихь въ одинъ, 
приведемъ уравнеше къ виду: 

ахуе, 

тд а, 6 и се извветныя числа. Въ этомъ видф мы будемъ всегда 
представлять уравненйя, которыя желаемь рЫшать. 


$ 144. 1-й случай. —Можеть случиться, зто одно изъ уравненй 
‹одержить только одну изъ неизвфетиыхь. Напр., въ систем» 


За В ту-19, (1) | 
82-80 (2) | 


уравнеюе (2) содержить только х и непоередетвенно даеть его 
значеше: 2==10 ($ 128). Подставляя это значене въ уравнение (1), по- 
лучимъ: 

30 + Ту= 179; 
это уравневе содержить только одну неизифетлую у в даеть 
{8 128); у=т. 

Эти два значейя, х=10, у-=т, очевидно, удовлетворяюгь 
данной системф; другахь рёшенй быть не можегь, такъ вакъ 
уравнеше {2) имфетъ только одинъ корель х = 10, а при этомъ зна- 
чени х уравнев!е( 1) удовлетворяется только однимъ значевемь у = 7. 

Сльдовательно, чтобы рашить систему въ этомъ частномъ слу- 
чаЪ, улишають уравнеще, содержащее только одну изь неизвистныль 
найденное дах нея значене подетаваяють нь друше уравнеше и вновь; 
полученное уравнеще рлмшають относнтелино друой неизетстной. 

$ 145. 2-й случай. —Оба уравневшя содержать обЪ неизвфетныя. 
Этоть случай приводится въ предыдущему при помощи исключе- 
я одной изь нензвфотныхкь изъ двухь уравненый ($. 141). Вы- 
полнить эхо исключен. можно нфеволькими способамя. 
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Методъ подстановки.—Даны два уравненя: 


12+ зу= ат, (0) } 


6 — Бу == 10. (@) Ш 


Уравнене (1} можно заиёнить уравненемь (88 118, 122) 


р __471—1 
у— 5 , 


которое получимъ изъ (1), перенося 72 во вторую чаеть и дфля за- 
тЬмъ об части на 3, или, вакь говорятъ, рышая уравнеше (1) отано- 
сительно у. Система [1] равносильна такикъ обризомъ сяфдующей: 


и. 


12} 
82 — 69—10. ® 


Замфнивъ теперь въ уравнении (2} у ва ив „ получимъ (8 140) 


равносильную сиетему 


У м, @) ] 
| 81 
=10. (4) | 


___ 5(47— 12) 

ОЕ Линикь 
3 

Уравнеше (4) заключаеть тольво одну нензафетную х; слёдова- 


тельно, вопросъ приведен кт первому случаю. Рьшая уравнение (4), пя- 
шем: 


185 — 285 | 355 = 80, 


откуда ($ 128) х= 5. Подетавивь это значене въ уравнене (3), 
получиыь у=4. Эти два значения: х=5, у-=4 представляють 
единственное ршеве системы [3], а сяфдовательно, также един- 
ственное рАшеще и системы [1], ей равносильной. 

Изложенный мегодъ-обний; онъ приводить въ слфлующему 
правилу: рэммаяияь ‘одно изъ ураененй относштемьно какой-нибудь 
зеизяъсмной и найденное дая нея зночеще подставляють въ друше 
зреонеще, которое `посмь“ подстановки будеть. заключить только. 


вдму, вторую, неиззъстнум; решая ею, молучанияь. значеше этой 
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неизвестной, Запньмь подставаяють мно знамене въ выражение 
для первой неизвъстной в полунають такимь образомь и ея значенге. 
$ 146. Методъ слошенм и вычитанм.—Возвратижея къ систеиь 


1 Зу жал, (1) } 


6% —ду=ю, @) в 


Всегда можно въ обоихъ уравнешяхь сдфлать равными нозффи- 
щенты при одной и той же нензвЪстной: лля этого достаточно 
умножить 066 части каждаго изъ уравнешй на коэффищенть, съ 
которымъ эта неизвФетная входить въ другое уравнеше. Такъ, 
умножая первое уравнеше на 5, второе на 3. нолучимъ систему. 
равносильную данной (8 122): 


35% +15, = 235, (3) } 


= 30. (4) 0} 


182 — 15 


Замфчел, что козффищенты при у равны, но противоположны по 
знаку, хожемъ исключить эту неизв®етную, складывая 06а урав- 
нешя по-членно. Новое уравнене 


$31 = 265 $5) 


вмфотВ св однимь изъ урёвневй системы [2] или [1] образуеть 
‹истему [3], равиоенльную первой. 

Такимъ образомъ вопросъ приведенъ къ нерному случаю (8 144). 
Изь уравненя (5) находинь д=-5; подетавяяя это рёшеше въ 
одно изъ уравненй, напр., въ (1), получниь у—4. 

Методь этоть-—общЕЙ: окъ приводить къ схфдующему правилу: 
умножеють каждое изъ уравнейй на коэбфищенть. съ которымь 
одна зв неизвъетнихь входить въ друбе уравнено; полученныя 
Уравненя снледывають или вычитають, смотря зо тому, будуть ан 
козффлниентия яры разсматриваемой неизвьетной съ противонолок- 
ными или одинаковыми знаками. Тлкимъ образомь получають уравно- 
ме св одною нензеъетною, которую н-опредъляють изъ этою урав- 
неня. Подставаяя полученное значене въ одно нзъ дакныхь урявненйй, 
опредъаяють Пруцую неизвьстную. ` 

$ 147. Зембчаие.— Если козффищенты исключаемой нензвфстной 
инфють общихь дёлителей, то ва общуй коэффящевть можно пум- 
яять иль общее наименушее празиное; раздфливь послЬднее на 
каждый изъ ннхь и на соотвфтетвуюнщее частное ушноживъ каждое 
взъ урзнненй, получииь требуемыя уравнения. 
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Пусть, вапр., дава система 


Зе 1 | и 


Общее ваименымее кратвое 36 и 54 разне НЖ; частныя отъ дълевя его 
ва 38 и 54 соотавтотвевно разны 3 п 2; умножнемт, поэтому, первое 
уравнен!е иа 3 п второе ва 3; искомая равносильная система бу; 

1082 + 2190, | 

1082 — 22 уз=т54. |. 


Знаки коэффицевтовь при 2 одинаковы; ольдовательни, надо вычесть 
одно уравневе изт, другого. Вычитая изъ перлаго уравнешя второе, 
получим: 

Ау = 


откуда уз в, сяъдовательно. 
$ 148. Другое замбчаще. — Найдя указавнымъ способомъ одиу 
изъ неизаВстныхь, можно опредълить и друую неизеелиную тиьнь 
же способомь, ® не выводить ея значев!:я ненрембнно посредетомъ 
подетановки. 
Напр., чтобы найти х вь предыдущей снстем% (1), уыножинъ 
первое уравнене на 11, второе на 7; получимъ: 


З9ба -|- Ту 
378 — Ту 


3553, | 
2639; } 


складывая эти уравнены, находимъ: 
774л — 6193, 
откуда = == 8. 
Это значев!е 2 не можеть отличаться оть Чого, которое нашли 
посрелетвомъ ПодстАНОВКи, тавЪ изъ ва ОСНОВАН предыдушаго 
система (1} равносильна каждой изъ двухь слдующихь системе: 


9 =5 1. == 
36% + = 828 }’ 8) 36 -- Ту == 823, } ыы 
= эти воеяёдн дають, я та, н другая, только по одному ршен!ю; 
с;фховательно; об% системы должны имфть одно ‘и то же. рёшеще. 


$ 149. Слёдстье. —- Таваиь образомъ мы звидимъ, что система 
двухь уравнешй норвой стешени съ двуия неизвфстныхи вмфетъ, 
вообще говоря, едынонмемное м опредьменное ушеще. 
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ПП. Решянлв систЁЫЫ ТРЕХЪ УРАПНЕНИ СЬ ТРЕМЯ НЕЯЗВЕСТНЫМИ 


$ 150. Правило.—Дая релиеня системы (1) треть ураененй съ 
зиремя немзвьстиными 2, у, в мекночають одну изъ неизвстныхь, 
напр. 2, сначала изъ двуть данныяь уравненйь затльмь изъ посльд- 
жяю диннею и одною изь деуть первыть: для этого употребляютгь 
или методъ подстановки ($ 145) или методъ сложеншя и вычиташя 
($ 146). Лигимь образомь получеють @ва урмененая съ двумя неиз- 
въстными пои у; эти уровнейя вмиеть съ однимь изъ баннылть 
уравненёй соотаваяють систему (2), равновильную первой; довазы- 
вается это еь помощью тёжь же разсужденй, что и въ преды- 
дущемь параграф. Римивютьь систему двуть уравненй съ бвумя 
зенавьстными п в у; подставляя найденныя для этизть неизаъотныхь 
значеня въ одно изь данныть уравнешй, опредьляють значене 2. 


8 151. Принфрь К _Лля начала рьшимь епотему 


Зри в 
Зе зи 
Зи — У 


=19, ] 
=2ь В 


+} 


Цо предыдущему методу мы должны вызеста изъ накого-нибудь урив- 
ней одву изъ неизафетиыхь п найденвое звачене подотавать въ два 
пругихь урзваеви, ТакЪ какъ можно опредьлять любую изъ трехъ не 
извъетныхь наъ какого-угодно уравненя данной системы, то кт рышенйю 
можно приступить девятью сповобвмя; въ разоматриваемомь примьрь 
проще веего опредьхить у кат третьяго уравнени, такъ какъ выражен» 
для пайлешиой ненэвьствой ве будеть въ этожъ спучаф имьть эвамена- 
теля. Находимъ: 


За р-р 
зева 


или. посл упрощен, 


9748277. | 
Мати. ] * 


Рыпая эти уравнены 10 изноженнымъ методамъ {88 145, 146), найдемь: 


ини 


— 16 — 


подставляя эти звачешя въ выраженю для у, . 


Зи — 


у 


получи и—=2. Сльдовательно. искомое рышеше системы будеть: 


$=ЕЬуНЗ.2 
Приифрь .- Рышежть систему уразнев!й 


48 а? ау 2 -=0, ] 
БИ у 
в мии 2 


Востользуемен влорымъ методомъ (8 146). Такъ как 2 не имет. козф- 
фищента, то мы искаючихь 910 пепавфетное, вычитая поельдовалельно 
лервов уравшене изъ второго и трэтьяго; новая ейстема 


ии —чу , 
ее -ву=о 


не содержать 2. Совращая перзоотуразневе на (5 —а), второе на (с — а), 
подучамь: . 


Шота ну о, | 
аа еее у=о | 


Дая рыпевя этой снетемы можно поетунить танъ же, те. вычесть 
первое уравнене изъ второго; посль чего найдемь: 


еее =0. 


Уравнен!е это по сокращений в (#-—— 6) дасть: 


ое 


откуда 


и, слвдовательно, 
= феамната в. 


Нановець, подетавляя эти значены сн у въ выражен - 


` = — в — и - ау, 


чаходимь: , :: 


= — о {аще - ще) =: — абс, 


— 7 —- 


Ш. Решщевше КАкОТО-УГОДНО ЧИСЛА УРАВНЕНИЙ ПЕРВОЙ 
СТЕПЕНИ 


$ 152. Общее правило.-—Зтобы ртииинь хахог-уюдно чигло урав 
ненёй, во котормть столько эке нензепезнныхль, скомко дано уравнейи, 
можно найти значене одной изъ ненуньзичыхь изь какою-нибудь 
Занного уравненя и подставить (8 140) это значенёе во вст остальимя 
уравнешя; полученных такимь обуизомь уравненя будуть содержать 
одною неизвнииною меньше; присоединяя къ этимъ уравненять т, 
3 которо получили значене первой нвизанстной, получимь си- 
стему; равноснльную данной. 


Исключеще неизычиной изь данныхь уравнен й можно произытти 
этакоке во сповобу саооженя и вычинаня (8 146); присоединяя къ 
полученной системь то уравнеще, коморимь пользовались дая исклн- 
ченя, получимь систему, равносильную данной (8 138). 


Во воъгь случанть рпашеше системы п зравненей съ в нензетсли- 
ими приводитея ®ъ ртишенво систены (п — 1) уравнений? с (и — Т) 
неианьстными. Ршеще этой сыетены приведетея къ ртлиенёо сн- 
стемы (п-—2) уравнонй в (в— 2) неизвьъстными; и, прополжая 
поступать такимь же образомь далие, иридемь къ одному уравненю 
©> одною нензвикаиною. 


Тогда система, равновильния данной, закмючаеть п уравненёй, го 
савленныксь сльдуктнимь образомь постьднее уравнеще содержнть 
только одну нензтыттную (я — 1)-ое собероенть эту неизельенную и 
еще одну; (п — 2}-06 — отр фи и эпреэтьм...; наконець, знрвое урев- 
нее собероюитть ль Нризтьетныя. Очезийно, момено поельдовзьтльно. 


утылить вов эти уравненя, начиная съ посльйняиь и понния перяы м, 
и паьимь образомь ногти значення веть неизнистныят, 


$ 153. Прыпрь. — Лана система 


живи 
Эт Ву 
Зе Чу ен, 
4 ине 5 


И 
8 


й 


@ 


Рашая первое урявнене относительно ›^, паходимь: 


30—2и — 32—45 


— 118 — 


в подставляя вто аначейо въ остальныя уравнена, получаемы 


2 Па е = 99, } {2 


| 


Первое уравнеще онолемы (2) даеть для 2 выражен 


57 ти — № 

. В 

и два поотдьйя уравненёя посл замфны 2 найдевныюь пираженемь 
принямають виды: 


93у ге -=58$. | 
Буг | = 
ЗЗи т ие = 230. ^} 
Изъ послдняго уравненя опредвляемь 
980 — 41 
ы 38° 
и, подставляя эти значене пъ предыдущее уравнеше, получвемт: 
396% = 504. Ф 


Тавижь образизь. система, равнисильная данной, соетоить изъ уран- 
вен" 


30 


Зи —- 32 4. 
у. 
ие 


{5} 


у 
й 
{ 
} 


бен 


Изъ постьдаяго уравнены ваходнмъ, что "==, нодставная это ана. 
чеше въ предыдущее уравяеню, нолучаемъ у==2; азъ второго уразвены. 
посль подетачовки найденвыхь значенй в м у, НАХОДНМЪ 2523; нако- 
вещь, подетавивъ эти три значешн въ первое уравньве, увидняъ, чть 
х=1. Такимъ образомъ, даннан система нмветь слвлующее рёшенше: 
и У=2, 553. в==4. 


$ 154. Методъ Безу (Вегош). — Уравнения первой степени р- 
шають таже при помощи иного метода, называемаго методомъ не- 
опредъленныхь коффишентовь; часто инъ бываеть удобнфе пользо- 
залься, чмь предыдущими 
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Нуеть у ваеь будеть и уравненй первой скепени съ в не- 
изв Ветными: 


ах и + 
ие Ру ее 


т. в) 


+. 


и 


Умножвыь 00% части вефхъ уравнеяй. кромф нерваго, соотявт- 
ствевно на неопредфленныя числа А, ),.-., №; СложивЪ по- 
членно первое ураввене съ полученнымя, буден имфть уравиене: 


ара Н.Н ЬА +... 
ыы ао ом +...) +. 
РЕМ +. нь 


(2) 


которымь можно замбнить одно изъ данвыхь уравнемёй ($8 139), 


гаввы бы ми были чела В, есь ма. 
Эти числа можно подобрать такъ, чтобы коэфрищенты при у. 
2... . были раввы нулю, т.е. чтобы удовлетпорались уразйеня: 
ат... .+ 
фен+... (3) 


Для этого достаточно рпить (» — 1) уравнеый съ (и — 1) не- 
взвфствыми, а именно, шить систему (3). 
Рьшивъ 91; бистему и подставивъ найденныя значе для 


2 „_, вь уравнеше (2), привезем его къ такому: 


датам +. ыы а. 


Эзо уравнене содержить только одну ненаьбетную х и даеть лзя 
нех выражете: 
А. 


ам... 


а, 
Я Ант 


Теперь, когда х опредфаено, снотема содержить только (и — #) 
цеязьВстныхъ. 

‚Указанный метод даеть возможность рёпейть я трава кп 
нензвЪстнымя, еслу ухжФемъ рать систему, въ которой число не- 
язвфетныхь на едниицу мельню. й 
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Но мы умфемъ рётать снстему двухъ уравневй съ двумя не- 
извёстными, а потому моженъ рёшить систему’ трехъ уравнений 
еъ тремя неизвфстными; дал№е, систему четырехь уравненй еъ че- 
тырьмя неизьфетвыми, и т. х. Сколько бы’ни было предложенныхь 
уравненй, мы такимъ образомь получимъ значене каждой не- 
изьфетной. 

$ 155. Опредфлене остальных неизвфстныхь съ помощью этого 
метода. — Методь множониелей даеть возиожность получить прино 
каждую изъ неизвфетныхь, не вычиеляя другихъ. Для этого достаточно 
постунать относительно каждой изъ неизвфетныхь такъ же, как» 1о- 
стуиали относительно 2. Такъ, напр., желая опредфлить у, вЪ урав- 
нени (2) приравниваемь нулю коэффищенты вебуъ остальныхь 
(#— 1) неизьфстныхь; уёшая эти (# — 1) уравнен!й, найденъ вовыя 
значещя для неопредфленныхь множителей №, },.... ма 
в подставляя эти зназеня въ уравнеше (2), приведемь его къ 
такому, которое содержитъ только’ одну неизьфствую у, откуда и 
нолучаемъ ея значеше. 

Найденныя Этимъ снособомъ аначеня для 2, у, 2... не мо- 
туть отличалься отъ тЬхъ, которыя получены нервымъ снособомъ. 
Въ самомъ дАлЪ, уравнеше {2} должно удовлетворятьен, каковы 
бы ни были числа А, ),..., ,-;; слдовательно, всегда можно 
сдфлать таёя предположевя, при которыхъ будуть обращаться въ 
нуль всф коэффищенты, вромф одного, а потому этимъ способомъ 
мы получимь искомое рышеше. А такъ какь это рфшене есть 
единственное, то оно должно совпаеть съ руЬшешемъ, полученным 
первымъ споеобомъ. 


$ 156. Примфръ. — Примфнимъ этотъ медъ къ рышен!ю системы 
За 9, | 
72-2 — 102 = 18, 


а) 
беби ав. | 


Умножимъ второе уравнене на №, третье ва }, и сложимъ получен- 
ныя уравнешя по-членно съ первымъ: , 


ВР, ВЫДЕНЕ, би 9-10, — 1% 
=9+19. 1 9.. @) 


Для опредълешя 2 приравниваемь вулю коэффищенты при у нд 


| О { ыы = 


— 1 — 


РЪшая ати два уравнены, находинь: 2, Подставаяч 


найденных значошя зъ урезвеше (4), получаемъ: 


с-У 


Дзя нахождешя у приравниваемт зузю коэффиовты пришия: 


=9 18—23, откуда т 


на 13 
—п-^А=П: Одотавляя эти значещя въ уравньню 2, при 


зводимъ его къ такому: 


( 


Наконец, для зазоядьна г рышаемъ енстему 


аткуда 1, 


18 
т» откуда у = 


цолучаемт: 


$ 157. Случай, когда воэффищенты при иеизефствыхь представаяють 
больш числа, — Еели вадо рышать снстему, въ которой козффи- 
щенты при неизяфетныхь велиен, то обыквовенно прибфтають въ 
методу подстановки, какъ болфе удобному. Уфтямъ, длн прнифра, 
слфдрющую еистену; 
2.2845 4 135709 + ав? — бло, (4 } 
ТАНл +5235, — 633 0813270, (21 
^ 3,5880г > Ну — 5.67892 3900И =0. 3 


Изъ перваго уравнены ваходшиъ для г выражена 


Подетавляя это значеше г въ уфавыеше (2), имъемъ: 


забе ПА ВЫ брут 


тлате + Вау 6836 Х 


Унножая воБ члены ва знаменатель 8,542, получаем: 


54| 921992 -- 8.603653у — 5.283088 = 0 


бЕЗЗбОТАя -- 5550, — 61,5 


или 


[6] 


ТУ -- ЭЗЛОБЛ0у — 6115884 = 


Подетавиеъ то же значеше 2 въ уравнон (3), найдем 


‘адннлу = звтво < 2-1 ти, 2, ит 


1.5830 


откуда . 
33684 -7,9156022-—- 7.711378 -- 10.371351 


13,291396%--38,108505— 


ии 


20.30200= - 48. 11985у — #5,0973; 15) 
Теперь зопросъ приведень къ рышеню двухь уравнений, (4} и (5), 

съ двумя неновъетнымв. Иаъ посльдияго урзвнеця им Бень: 

20,3022 — 45.087 

1988 


Подетавивъ зто аначене у нь ураваеще (3). получиюы 


бое — 35.0878 
тать вальза х 20.308 — 4508789 


— 67.15884 0; 


Зв1ЯвЯ 


поеть умножейя яв знаменатель 46,1935 уравнош® ириметь видь: 


328,576 — ПИ ЗОТЕ о, 


809 — 3097,358 — @, 
пли 
2287,479.г — 678.519 


откуда 


Дзя опредьльня у вычпеляемь еначила 20.302: 
аду == ВИНЕ 


сдъдоватежьно. 
4508783 —2 


Зое 


® 
38,9755: 


38-1983 0,3450990. 


Теперь подотавимь” ивйденных значены. г гу въ уравнене 


Аба 1. 35Тбу — 0.765144 
т 
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но предварительно опредьлямь: 


З5Т9у = 11475586, 

8.765744 — 1.28452 — 1.357 == 3.240964; 

получниы: 
564 
= о аб. 

Итавт, 

АЗИЗ, д = 0.345099, г5=0.9513435 

НивьРкА 


ЗБ -= ОЗ 


= 8.3485699 
ЗлвУНА — ЭЛВИН 0 


| ей 
1 
| 


6.5362 = 644059 
9,5113 


ит 


| 
. [о 
| 


| 8) 
ВАТУ 5789: 5 5190. | 


1. УцРОЩЕВ1Я И РАЗЛИЧНЫЯ ЗАМВЗАНТЯ 


$ 158. Случай, ногда не всф неизвёстный входять сразу во всё 
уравнения, —-Можегь елучиться, что пе каждое изъ уранненй содер- 
жать ве нензьфетныя. Тогда вычисленя упрощаютея, такЪ вакъ 
можно разематринать неизвфетную, ие входящую въ какое-вибудь 
уравнеще, кавт, исключенную ить него. Въ этомъ случаф слёдуеть 
начать исключене съ той неизвфетной, которая входить въ ван- 
меньшее число уравиек. 


Раасмьтрит, чапр., такую систему 


в 
[Е 
3} 
Зи вет 8 

е-5нЕи. 


р 
| 
+ 
| 
{ 
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Здьсь # входнгь только въ два уразшевя; для новлючешя этой не- 
извъетной изъ всей системы уравнев!й, опредёлимъ его изъ уравнены (2): 


ту 5—1 [3] 
и подетавимъ это аначене въ уравнеше (4): 
24у — 15: —4и-=43. (8) 


Присоединия это ураввеню; (6) въ уравновамь (1), (3) и (5), полу- 
заемъ систему зетырехь уравнвий съ четырьмя ноизвъотными; 2, у, 2, м. 
Нензвъстлая 2 входить только ръ уравнены (1) и (3). Изъ уравнены (3) вы- 
зодимъ: 


Чин 5. . 
но : {3) 


и, подставляя это звачено въ уравнеше (1), получаемъ: 
в. @) 


Присоединяя посльдвее уравноше (7) къ двумъ уравньвымь (5) и 
(8), получаемъ систему трехъ уразношй съ тремя нензвЪотвыми: у, г, н. 
Нензвъотная у входить только зъ дьа ураваевы (6) и (7); чаъ уравнемя 
{7} имъемь: 


у э=- Ти == 


52—14 58. 
тЫ т 


и 


подставляя это значеше эъ уравнеше (6), получаемь: 


112 -{ 18н = 69. ®) 


Это уравнеше выетЪ оъ ураввенемъ (5) составляеть систему двухт. 
уравнен Я съ двумя неизвЪетными. Изт уравненйя (5) паходим»: 


Изъ этого уравнешя съ одною неизвьотною получаент 2-2 


Слдовательво, уривиенее (5) дасть 


- ©, 
„ 9, 
” 2) , 


$ 159. Частвые прены. — Иногда случается, что уравненя пред- 
ставляють нфкоторую сякметр относижельно неизвфетвыхь; въ 
этом случа обыкновенно можно прибфгнуть въ премамъ; скорфе 
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приводящимъ къ рышевю вопроса, ч%иъ обние методы. Нельзя 
дать общихь правиль для такихъ иремовъ, но съ наиболбе упо- 
требительными изъ нихъ не мфшаеть познакомиться на иЪсколь- 
кихь чаетныхь примфрахъ. 


Примфръ 1. — Дана система 


«УЕ в) 
учаНЕ+ 2) 
аа (3) 
ви ефу & 


вфефуане. 45) 


Скльдывая воф эти уравнешя, заивчаемь, что каждая ненвнфотная вой- 
деть въ пумму четыре раза; тавъ что, обозначая черезъ я сумму в19- 
рыхъ частей, т.е. (4-6 1е-4--*), попучинъ: 


а фуатЕьь) 


иди 


{6 


ия ь 

1 4 
Итакъ, мы опречьлили сумму вебхъ пяти нензьфетныхь; а такъ какт 
кашдое изъ уравнев!й содержить четыре неизвЪотныхь, то каждая пзт. 
неизвьствыхь определится лри носльдовательномъ вычиташи ланвыхт, 
уравнев аъ уравновыы (6), Тавимъ образожь находимъ: 


а 8 В 
табу жуа 


Ра 
з 


Приыфрь Н, — Найты длины треть сторож треузольниха, зная длины 
иедшнь, т.е. пряжьхь лынёй, соединяющииь каждую вершину съ ерединой 
противоположеной стортны. 

Пусть а, 8, с— немавфотныя длины сторонъ, а з, 8, т—длины ооотвфт- 
ственныхь мефань. Изъ геометрм попучаемъ непосредственно три урав- 
вевы: 


Складывая эти уравненя по-чяенно, кыфемъ: 


арта 
ке) ее. 


за-и+ а) 
или . 


еее ини . © 
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Такямъ образомь мы опредьяиии сумму квадратовъ трехъ сторонъ. Вы- 
затая изъ уревненуя (4) дорвое изъ дапвыхь, найдемы: 


в=феИчи 


откуда 


очно такъ же могии бы найти 5? п с, вычитая изъ {4) поезЪъдозалельно 
урьзновиы (2) и (3). Но проще замётить, что уралшенЁе (2) получится из, 
@) посредетвомт замфны въ цослёднемь 6 на с. с? на 1%, ий ив И и 22 
на олЪдовалольно, одълавъ такую же перестаповку буквъ въ выражена 
ди а*, получимь зпалеше 5: 


й= : ина 


Точво такъ же найдемъ, ча 


= Зе +282). 


Зная же квадраты сторовъ, онредьлимъ и самыя стеровы а, В, с. 
Прикфръ 1. — Рышить систему 


оО ООВ 


„. ь “ Ч 
ту пу ре 
Было доказано ($ 93), что 


= 
я 


от ау реа 
с  матыфи 


Но чисдитель посльдней дроби равен & слъловательно, 


ак. 
порта 
Такижь же образомъ, 
ый 
Я на ривтрерай, 
[3 
та 5 ре ча” 
. ак 
° 


оффе: - 
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У. Слузди, КОГДА ЧИСЛО НЕИЗЕЪСТВЫХТ НЕ РАВНО ЧИСЛУ УРАВНЕВЙ 


$ 160. Случай, ногда число уравненй больше числа неизвфстныхь,— 

Пусть, вашр., дана система трехъ уравнеяй съ двумя неизьБет- 
ныиЕ 2 ну. Ршая лва изъ этихъ трехъ уравненЁй по какому-нибудь 
язЪ ИЗВЪСТНЫХЬ методовъ, мы найдемь хи у; хрутяии значенныя 
неизЕ®ствыхь, вромф найдевныхь, система удовлетворяться не мо- 
жеть. Но, чтобы ова дЪйствительно удовлетворалась ими, необхо- 
Дино, чтобы ими удовлетворялось и третье уравнене: а потому, 
если это усломе не выволнено, то система невозможня. 


Напр. система 


невозможна, тавъ какь рьшене 2521, у=? первыхь двухь уравневи 
ле удовлетворяет, третьему. обращая первую его часть тъ 10. 


Вообще. имфя (ж--у) уравненйй еъ зе ‘нейзвфстными. зожемт. 
Решить 8 изъ этихь ураввенй и получить тавинъ образомь 1% 
значевя нензвфетныхь, которыми только и можеть удовлетворяться 
система; но эти значешя доджны удовлетворять и остальнымъ р 
уравненямт, въ противномь случа% система невозможна. 

Гели въ уравненахь веВ козффищенты, или вфкоторые изъ 
вихт, выражены буквами, значеше которыхь не опредфлено, то 
значещя, которыя иы найдемъ для нензафетныхь, будуть предетав- 
лены фориулами, зависащинн отъ этнхь букиъ; подставдня эти 
формулы въ р изъ оставшихся уравненй, получим  соотношезий, 
зыражающихь необходимыя и лостатозныя углояёя, которымъ хол- 
авы удовлетторять буквенные коэзффищевты. чтобы система была 
возможна. Эти соотношеня низываются усзовными уравненями, 


Напр, лава свстежя: 


2-9 
зе 4 = 


за -- 


| 
1 
| 
‘ 


Пва первыхь уравненя дають 2-46, у=е- Подоваваял зла 
значев(я въ два нослъднихъ уравнета, получаемъ условных уравневя: 
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за—6= а- 25, 
24-36 —1, 


Ча-—ь 


откудв а--3, 6=4. Только при этихь значещяхь а и 6 система воз- 
можна й рышене ея будеть: 2==7, у==—}. 


$ 161. Случай, когда число неизвёствыхь больше числа уравненй, — 
Пусть у насъ будеть, напр., система двухъ уравненй еъ тремя не- 
известными 2, у, 2. Если разсматривать одну изъ неизввезныхь, 
запр. 2, какь извЪстную, то, рёшан систему относительно хп у, 
получимъ дв формулы, содержания 2; слфдовательно, можно давать 5 
произаольныя значеня, и для каждаго изъ нихь мы получимъ со- 
отвфтетвенныя . значеяя хи у. Отсюда заключаемь, Что снетема 
иметь безконечное число рлшен, т.е. она — неопредтленная. 

Вообще, если дано и уравневйй съ (т-Рр) неизвзетными, то 
можно разсмахривать р изЪ этихъ неизвестных, какъ известный, 
и р#шать т уравненй относительно т остальныхь неизвфетныхь. 
воторыя въ этомъ елучаЪ выразятся 9 формулами, содержащими р 
первыкь иеизифстныхь; этимъ р неизьфетнымь можно давать с0- 
вершённо произвольныя значеня, пря чемъ по найденнымь форыу- 
лань каждый разъ опредфлимь соотебтственамя значеня других 
неизвёстныхь. Из этого видио, что система неопредфленная. 


Прымёрь.—Ижъенъ систежу 


ау 42—56, 
| 2 м3 


Переносимь члены съ 2 и Ё в0 вторую часть и рышаемъ енстему отно- 
сительно 2 в и; находамъ суфдующйя двь формульс 


о раеи . 


т , 


4-10: —# 


Полагая промавольно = 


#==1, находим в 4, у= 


УТ. Случли пЕвозножности я иропредьлявности 


$ 162. Случай невозиожности, — Иногда, `рётая сиетему, въ ко- 
‘торой. число уравненйй ‘равно чясду неязафотиыть, мы приходимь 
въ противорёчивыиь „результатаму,. 
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1. Пусть будеть дана слотема. 


жму в, 
| 12 — 28у = 15. 


Примёнимь методь сложены и вычитаня ($ 146): для нскночешя у ум- 
ножимъ первое уравнеше на 7, ® пторое на 3; получимь: 


|635 — му 42, 


уравшеня, очевидно, несовыфотныя: вычитая из» второги первое, нашди бы 


Сльдонательно, дачная система невозможна; и эта невозможность 
видна изъ того, что при исключени одной наъ пвиавзстаыть иочезветь и 
другая, и получается равенство между неравными числами. 


2. Дана система 


[2 ЗЕ 
| Зе — 2+ 3. 
[ пе Фу +7230. 


Иевючая 2 сначала изъ двухъ первыкъ уравненй, затьмь изъ двухь 
посльднихь, получаемъ снотему 


[19-м , 
>| 102 6928; 


очевидно, этауравневя несовмвствы. Стьдовательно, система — невозможна, 
и эта невозможность видна изъ того, что, исключая 2, подучаем® 15а 
уравненя, разность между которыми дает» невозможное равенство 0-1, 

$ 163. Случай неопредВленности, —Инотда, решал систему урав- 
нев, приходимь въ равенствамъ, которыя имфють мЪсто, кАЕОВЫ 
бы ни были значешя яензвфстныхь. 


1. Пусть двна система 


{зву ==. 
| 655 +48 =155. 


Для всключон{я у умножим» первое уравнеше на 5, второе ва ?: 


455 - 3\5у = 1085, 
4555 4 бу == 1085. 
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Эти уравнешя тождоственны, а потому иредложенныя уравненя закаю- 
чеются одно вз брузоме: въ этомъ случа имфемъ, собственно товоря, 
одно уравневе съ двумя ненавЪствыми, ддя котораго, сльдовательло, 
существуеть безковечное число решен! (в 161). Неонредфленность видна, 
изъ того, что при исключеши одлой изъ пеизвфетныхь исчезаегь и 
другая, и получается тождество 0—0] 

2. Дана система 


[ ж—з-+е= т 
] 32—34 2= 8, 
| пегву = 81. 


Исключая = изъ двухь перзыхь уравнев!й, затъиъ изъ двухь посльд- 
нить, притодимъ къ енстем® 


{102 — 5: 
} 


1 10#—5и=5, 


въ которой оба уравнешя тождественны. Но вмЪетБ съ одвимъ изъ 
давныхь уравненйй они составдяютъ систему, раввосильную данной, а 
потому, иа самомъ дьль, мы имфемъ систему диухь уравнений съ тремя 
иензвзотными; ольдовательно, давая система неопредфленна, и эта 
неопред®ленность видна язъ того, что исключен!е двухъ изъ трехъ не- 
изчветныхь приводить къ тождеству. 


УПРАЖНЕНИЯ 


Т. Рьшвть систему 


[ #фе=ь 
пу 
ас а —е 


а ть. 
п. Рышать систему 
{ ое 
(вера 


(и ь 6), 


11. Рышать систему 
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0тв. Привямаемь аа вепомогательныя нензеБотныя 1 у в вахо- 


дамы: 
Ро Це 
ры? аа 
Ту. РЫШитЬ систему 


[ее — бе + Зу) = — 5, 


| у — 6 аль роны, ана №. 


У. РЬшить систему 
[ И’- У 


| зу0—2=2Иу 


ба. 2 == 16, у=25, 


У1. Рышить слотему 
ау: =0, 
@ 9 вето 9:=0, 
авт — аву {+ бег ==1. 


1 


9. 2 а. 


‚ == 


1 1 
6-00-98 0—9 
УП. Рышать снотеыу 


[ а 88 -- Пу ра -и= 0; 
| у ры но. 
1 


в буре -н=, 
Фут ри 50. 
те, = (ас 9, узнаем, 
2 = — (06е +. а -- ас 4), в == авео. 


УИ. Рыпать систему 


и вычислить 


аа виола а + + Ио”. 


Х. Рышить систему 


| аз + щу 2+) 
=. 


Фу рее 
ато = у) 
Ч це ут2)=ч. 


Отв, Ищемъ свзчала сумму а неизвестных: 


К-т ми) Котов пои та и ца идеи 
бо -ика-я) Ио омио ний тя а сидотиуа атома па туба} * 


и вать: 
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ГЛАВА ПЯТАЯ 
Рьшен1е задачъ первой степени 


$ 164. Гёшене задачи соетонть изъ трехъ раззичныхь частей: 
Т) оставленя уравненй, 2) рьшеня этижь уравненй в 3) изсаьь- 
дованя ртенйя. 

Задача считается задачею первой степени, если уфшене ея при- 
водится къ рёшенно уравнен!й первой стеени. Находить ршенйя 
такихъ уравпешй мы уже умфемъ я, потому, намъ остается ва. 
НятТЬся только 1-0ю и 3-сю частями. 


1. СОСТАВЛЕНТЕ УРАВНЕВТЙ НО УСДОВЕЯЫЪ ЗАДАЧИ 


$ 165. Правило для составлен уравненй по услойамъ задачи. Мы 
уже имфли случай замфтить (8 135), что для получевня уравиенй 
изь слов й задачи нельзя дать зюлнЪ общато правила; обыкпо- 
зенно огравичиваются слфдующимь указашемь: 

Носдт, зодробнио разсмотутия условй задачи обозначають по- 
средетвомь буквь х, у)... в числа, знаще которыхь дало бы. 
зльшеще. Далье, посредотвомь алзебраимескихь знаковь’ указнванить, 
хокфя наф этими буквами и надь данными величинами нужно про- 
извести днбетевя, если бы мы ноемь налождещя неизльстныхь вели» 
чинь захойиьли испьзнозть, бъйствительно аа поглшия удовлетво- 
ряють вбъмь условлмь задачи. Эты вычислейя при испытан 
должны дазть, вообще збворл, равные результати: приризнивая, 10- 
эиозму, друль друзу формулы, зыражанля спи уелульпания, золи- 
чиють уравненя задачи. 


Чюважемт на примфрахь, вакъ пользоваться этимь правиломъ. 


$ 166. Задача .-—— Резерауара, наполненный водою, быль опорожнонь 
Звумл кранами, А в В, неодинаховой величины. Сначала открыли крань 
А и выпустили четверть всей воды, Затуьмь, оставив зранз А 
открытымь, открыли В ы выпустилы осфальную вобу; для этого потре- 


бозблись времени ма 1 + боль, чвмь сколько нужно было, чтобы опо- 
розонить {ово розервутре обныль кренома А. Жоли отвирыли, оба 
урана 03 самаго начала, ‘ко редерауарь быль бы опорожнень ме уч 
раньше. Спразиываетел, во сколько времени быль бы отороженень весь ре- 


зервуарь краноть АР 


— 1345 


Обозначныь число часовь, въ течеши которых резервуаръ можеть 
быль опорожнект. храпомь 4, буквою =. Четверть резервузра Черезъ 
этоть кразь будоть опорожнена вътеченш + 
будурв опорожнены черезь два крана, открытькь одновременно, вт, тё- 
зева т + 2. Ольдовотельо, чтобы опорожнить весь резеррузръ черозъ 
ба права, отерытыжь одиооромевшо, шотрибуетоя = зто зремети, 

и 


. ставился резервуара 


Съ другой сторовы, мы знаемь, что розервуаръ на самомъ дъяЪ быль. 


1 
опорожиоть олочаль па - чередь иршшь 4, и поломъ до конца червь оба 
Е Е 5 
крана А и В одновременно, въ течеши %+( +5), ти, что вое 


=, 5 
равно, 5-4. 
и 
А зак какъ по условно задачи это время нь -р Чаеа больше вре- 
мени, пеобходимато дпя опорожнения резервуара черезъ оба крана заразъ, 
10 зы можемь налисаль такое уравнеле: 


38 _ 
+8 = 


откуда 
х=3% 


° .. 1 
Шенмонине. у, резервуара черевъ крань 4 будегь опорожнена въ 195 


следовательно, время, ть течеши котораго будуть олорожаены остальные - 

ы Ч ити ы ч., & 

4“ +” 

время, эЪъ точенти котораго черезь оба же прана будегь опороннень зесь 
9 


роерщутрь омливить Фоль 2. 


1 
момЪ дЪлЬ резервуарь быль опорожнент, въ точеше 1 ч. -- в я. иди + 


резорвуара черезъ оби храва одновременно, равно [ч. -- 


т.е, 8 ч. бъ другой стороны, на са- 


1 
Сльдовательно, на самомь деть затрачено времеии па т. Ч. болье, ЧЪыть 


потребовалось бы ддя опорожвешя бассейна черезъ оба крана одновре- 
женно, что впОДИЪ соглаено съ усломемъ задачи. 


$ 197, Задома И, —_ Охотничья собака гонится за лисицею, которая уже 
"люда саъдать 60 скачков. Она двлаеть 9 скомновв в5 то время, какъ 
‹обава бълаеть только 8, но за то 3 скачке собаки роны Т скачкамь ли- 
снны. Сколько скачновв сдълаштв собака, чтобы настичь лисицу? 

Назовемъ черезъ х чиело окачаовъ, какое одьаетгь собака, чюбы 
настичь писицу, Тавъ накъ 3 скачка собаки равяы 7 скачкаиъ лисвцы, то х 


5 `л 
сказковъ гобаки будуть. равны з скачкамъ писицы: это будеть пер- 
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зымъ выражешемъ длины того пути, который должна пробъжать собака, 
Утобы догналь лисицу (путь этоть выражень въ лисьихъ скачках). 

Оъ другой стороны, въ то время какъ собака дЪлаеть 6 скачковъ» 
писице дёлаетъ ©; охвдовательно, когда собака сдълаетъ х скачковъ, ли- 

92 9 

снца одёлаеть, —8 -2в00то, вызотЬ съ прежними 60-ю скачками 60 -- =. 
что будеть вторымъ выражешемъ того же пути и въ ТЬхЪ же единицахь 
{въ лисьихь скачкахь). 

Поэтому мы можемь написать ураввоне 


Те Зе 
з=+%. 


откуда 
= 72 скачкамъ. 


Испьзнание. 72 скачка собаки по воличиив равны 1 отьъ 72, ван 188 


сначкамь лисицы. Въ то время какъ собака сдьшаеть 72 скачка, лиеица 
сдьлаеть 108; прибазивт къ этимт 108 скачяамъ 60 скачковт, сдвланныхь 
ею раньше, мы иопучимъ сполна тЬ 168 лисьихт, скачковь, въ которыхъ 
было выражено разстоян, пробъгаемое собакою. 


$ 168. Задача Ш. — Требуется найти тажое четырезаначное число, 
чтобы 1) цифра готень равнялась сунит цифр» единиць  десятковь, 
чтобы 2) цифра десятновь равнялась удвоенной сумит цифрь тысячь в 
единице, чтобы 3) пиры дблещи эзного числа на сумну ею цифр в5 част- 
номё получаловь 109 4 в5 остатнт 9, в чтобы, наконець, 4%) при вычи» 
ани ибкомазо чиола изъ числа, составленцаго изъ толь оке цифре, че 
расположенныхь в5 обратное порябкть, вв разности» получалось 819. 

Назовемъ черезъ х, у, 2 и т соотвЪтетвенно цифры единицъ, десят- 
воръ, сотенъ ‘и тысяч, Изъ перваго усломя непооредотвенно вытекает 
уравнене . 
=, а, 


а изъ втораго—уравнеше 
= 22. 42) 


Такъ какъ величина искомаго числа есть 1000г -- 1002 -- 30, х, то ао 
З-ему условр мы можемъ написать ураввоше 


1000= -- 1002 + Юу- х = 109 Рута. 43} 
Никонець, в, 4-му усновйю 
1906. -- 1009 -- 102 4- и — (1000%-+ 1002 + 10у -- 6} 25819, & 


Прежде чёмъ рышать эту систему четырехь уравненш, упростинъ 
два послфлЕнхь: . 
„996 —:— ПРЕ (8) 


10% — 10: — 191. [о 
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Исключаемъ сначала г изъ уравнений (1), (3) и {4}: 


99% — 12у — 132 ==1, . 15) 
1012 — 1191. (6) 


Далье, исключаемъ и изъ (2) и 5 


Накодець, нсключаемь х изъ (6) и (7): 


=1. 


Следовательно, 


и искомое чиело есть 1862. 
опытам производится вепоередотвеяяо. 


$ 169, Нёкоторыя услошя задачи иногда являются лимужими. 
Покажемъ это на примЪрё. 


Задача №. Отец’ раздллиль наслюбство нежду бвошми длтьни слт- 
дуюииьжь обрагомь: старшй получаеть сужу а и п-ую часть овтат» 
2-й получаете сунни 21 в н-ую часть човазо осумияна, 34 получаеть За 
з ую часть нового остазка. в тр. 8. Оказалось, что наслидотво разд 
лено было сполна в что ось фюти нолучили поровну. Спранимается, кан® 
ведико было насльбетьо, сколько было баней м что досталось казюдому? 
Обозначим череяъ = везичипу пасльдства. Часть перваго будеты 


„ия, ии 


На долю другить остается 


В зы и: ы 
Стдоватедьно, 2-му достанется 


{"— 0х — я {8— Пери Зи ри 
ы ^. или ит —. 


За + 


А тавъ какъ по уеловию части должны быть равны, го у насъ со- 
ставляется уравнон!е 


ЕАО 


я = 
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откуда 


хи — а. 


Для отысканыя величины наслфдетва мы воспользовались выраже- 
ями только первыхъ двугь частей; воэтому необгодимо, вычислизЪ эти 


заоти, показать, что онЪ равны остальнымъ, а также опредфлить число 
дь1ев. Часть перваго будеть 


(и — а 
я 


или 


Часть второго: 


в Пе 10 _ бет 
Ё =- ". 


и ра 


=и— 1. 


Часть третьяго по условьо задачи: 


э 


Ни 30 И Ен — Ва. 


Также можно убфдитьея, что каждая и изъ остальныхь частей равна 
и — Та, 


Дьля пеличиву насльдтва па часть каждаго изъ васльданвовт, 
уанаемъ, сколько ить было: 


и — Иа _ 
аи =" 


Итакъ, всф услошя задачи выполвевы, 


$ 170. Введене вспомсгательныхь неизвфстныхъ. Если по условию 
задачи не легко найти зависимость между данными и искомыхи 
зеличинани, то иожво авогда Ввести зспомоминелныя нензилстная, 
который потонъ исключають нзъ тьхь ураввеши, кула онЪ ьхо- 
дятъ. Нрнвелемь примфрь изь ФБеедицей Арниметиги Ныютона. 


Задача У.-На лугу, плошадь котираго есть а, пасутся в5 проболжени 
+ дней п быкогё и за это время събають какь ину траву, что были 
раньше, тах и ту, что поброотола в0 все зто время равномирно. На 
брузгомь лугу, плонидь которавю а. пасутся 08 продолжены № дней п’ бы- 
козъ м товоке союбожиь какь ту траву, что было раньии, тань м ту, 
что побростала во все зтф время равномтрно. Спрашмеветея, сколько 
нужно пустить быковь ни трет Лузз. паицадь котораго есть а, чтобы 
они вв течене © дней сыьли как ту траву, что на немь есть, такъ и 
зу. зунорая будсть поброститть вв все зто время равномтрно? 

Предполагается, что высота травы ва вофхъ трахъ лутвхъ одина- 
кова до выгона на пихь быков; обозначаемь ее черезъ у. Преднола- 
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таетоя тавле, что подросташе травы на вовхь трохь лугахъ зз один. 
день одно и 10 же; обозначаемь это подроставе черезь г. Величины 
фи 2 суть вепомогатецьныя неизвъетаыя. Обозначимь, кромв того, че- 
`резь 2 чиено быковъ, которыхь нужно выпустить ва тремй лутъ. 

Такъ какъ трава ежедневно подростаетъ на одну и ту же величину 2, 
то подросташе вя за # дней на первомь лугу будеть &, и высота травы 
къ киицу этого времени стала бы у--#. Отсюда выводимъ, что вое 
количество травы (объемъ &я), съьденное я быками въ теченйи # дней, 
на отомъ лугу будеть «(у - №). Спьдовательно, одинъ быкъ въ точен 
одного дня съфеть травы 


ще) 
о. 


Очевидно, зто количество травы, съёдевной одвимь быкомъ въ течент 
одого дня на 2-уъ и З-мт, лугахт, вырааится соотяЪтственно формулами 


ау) чу 02) 
ет ’ ЕТ: 


А тажъ какъ эти количестве должны быть мемду собою равны, то 
мы можемъ налисать тавгя уравнены: 


ау +) у #2) __ у + 95) 
и в ^` 9% ’ 


Сначала наъ перваго уравнешя выражавжь у, кико буницйю ото = 


ем 
ЯР 


Затьхъ, это значеню у подотьвляемь зъ уравноне 


9 _ чу 08 
8 9: 


пра этомь почезнеть п, п мы окончательно питучаны 


Ньютонъ припагаехь эту задачу къ сл®дующимъ числам: 
«= 3 авра, {= недьии, в =-12 быков. 


» =, о маи 


” 06—18...) < 22:36, 
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Ц. Изсльдовланте 


$ 171. Что значить изсяёдовать рышене.—Составивъ ураввеня 
и рёшивь ихъ, мы получимь р®8шене, удовлетворяющее уравне- 
низ, если только оно ие представлено подъ каквиъ-нибудь 
неопредёленнымь зндомъ, о чемъ мы будемъ говорить далёе. Но 
рёшеше это не всегда можеть удовлетворить предложенной задач$. 
Въ самомъ дфл, можеть случиться, что нфкоторыя усдовя, кото- 
рымь должны удовлетворять неизвфстныя по самой природё во- 
проея, не могуть быть выражены ураввещями и поэтому могуть 
сдЪнать задачу невозможное. Изучить причины этой невозможноста— 
и ЗкаЧЕТЬ чослюдовать ршене. 

Когда данныя представлены буквами и когда, слёдовательно, 
неизвфстныя величины выражены формулами. можеть случиться, 
Что задача возможна только ири ифкоторыхь зваченяхь Данныхъь, 
заключенныхь въ извфетпыхь предфлахь. Найти эти предфлы, 
зн% которыхъ задача невозножна, значить иземдовать рёшене- 

Наконещь, изучить вс особенные случаи, каше могуть през- 
ставить формулы въ предфлахь, найденныхь при изелёдовани, 
также значить изсльдовать рёшеве. 

Прихведемъ ифсколько примфровъ: 


$ 172. Задача ИВ» собранёк маз 10 лиць устромли подамёку 95 
пользу Одныгь: каждый пужиино‘бале 6 франков, п каждая женщина 
4 франка. Содрамная сумма оказалась равною 45 фрамхо.на, Спрашиластея, 
«калько было нужчинь м скольки оеенщина? 

Обозначияь черезъ 2 и у соотвфлетвенно число мужчин и Число 
ненщивт, Непосредетпевно спставляемъ урапнеше 


ту. 
Такъ накъ каждый мужчины даль 6 фр. 10 2 мужчин дели 6х. Также, 
киждая женщина дала + фр. а у женщинъ дали зу. У насъ составляется 
рругое уравнеше 


вх 445. 


Рышая эти уравнены, налодниъ: 


Изслёдоваме.— Полученное рышеше #5 Оробныть чнелоша есть едике 
етвенное, удовлетворнющее уравнещяхтъ, вполнф точно выражающимь 
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зов успошя задачи. Олдовательно, задача не могла бы имфть друтого 
ръшешя. Самая же природа вопроса тредфеть, чтобы уюшене- состояло 
185 Цвльнгь чисель, а такь каз полученный чиеда-бробныя, то задача— 
невозможна, 


$ 123. задача УИ, —_Яюно держиль работника въ течение 13 ллоиниаь 
Эней и при разечетт убержаль иго сво окиловинья 22 франки за убытти, 
причиненные сту рабутникомь. Вь дру разь онъ бержаль тиозо же 
работника вё течеши 17 энинить дней м за кажбый день платиль 2-ня 
франвеии менте, чамь га льтнёй, при разечениь за усерНе онь прибавиль 
ему 28 франков. Охазаловь, что вз оба раза работникь полуниль они 
ту же сумму. Сврашивается, какова была зузна льтнязо дня? 

Обозначим черезъ 2 эту дну; (2—2) выралить цъиу зимвяго дня. 
Въ первый разъ работвикт получият, (13 — 5), а во второй 17. —2) -|- 28. 
У насъ составляется уравнене 


1—3) 


Рьшая го, находньгы: 


Напльдоване. — Это отрицательное рышен!е удодретворнелт уравнентю 
и есть единственное. Задача, вс усдоыя которой вполнЪ точно выра- 
даются этимъ ураввешемь, ве можеть поэтому имфть другого рылщенуи 
Самая жё природа вопроси требуете, чтобы разшенте было числоль пола- 
жисльнына, п тауъ какь полученное чиело—отрицательное, тну зндачи — 
невол.иросии. 


$ 114, задана УМ. Марти эитое вузнанньй чихло, ноды уиствереннае 
чиело одиниць было больше утроенниго ннила бесятковь на 1 в чтобы 
при вычитанви изь этого чмели чнела, сотиаленниго изз зтахь же цифрь, 
но расположенныхв ов обритнимв ппрябкуь, нолуии-ось в остоткиь 86 

Назовемь черезь х число десятковъ`и черезь у число едивиць 
Уравненя, очевидно, будуть: 


Че =1, 


м-р — Ми 


РЫшая эту систему, находим: 


Изслфдеваше. — Это рышеще въ целых: и положительныеь чЧнелахь 
«ель эдчнотвонное, удовхетворяющее уравненяыиъ. СлЪдовательно, задача 
. другого ръшеня ныфть ие. можеть Самая ирнроба вопроса энребуеть, 
Эееы оба: цоколь числа: были менье 10; -полученныя оке числа баяне, 


=. зоотожу дима ‚меовжажени, 
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На этих примфрахъ мы вилимъ, что рёшеше системы урав- 
нев, составлевныхь по условямъ задячи, можеть не удовлетно- 
рять послфдней, если въ ненъ не зынолнены т усломя, кото- 
рымъ неизьфстныя подчинены по самой природё вопроса, но кото- 
рыя не были выражены въ уравненяхъ. Это есть одна изъ точекъ 
зря, съ которой можно разематринать изслёдован1е задачь. Веть 
и другая, гораздо болфе важная: мы булежъ сейчась товорить объ 
отрицительныхь рищеняти н оихъ истоановани. 


ПП. ОТРИЦАТЕЛЬНЫЯ РЕЩЕНЫЯ ЗАДАЧЪ ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ СЪ 
ОхНОЮ НЕИЗВЬСТНОЮ 


8375. Отрицательныя р%шеня уравненй.-—Нтъ яичего особеннаго- 
въ томъ, носда отрицательныя числа получаются, кавъ рёшене 
одного иля нфскольнихь уравненй. Эти числа, будучи полетавлены 
на мфето неизвфетныхь, дфлають первую часть важлаго уравненя 
равною второй; конечно, не слЁдуеть забызать при этомъь согла- 
шенй, введенныхь нами ранфе относительно отрицательныхь чи- 
сель. Но если неизвбетныя предотавляють собою искомыя вели- 
чины, то отринательныя рёшевня, ие выражая собою никакой ве- 
личины, вовидимому, должны быть разематриваемы, кавъ ирьзвакъ 
невозможности, и, слёдовательно, должны быть отброшены какъ 
недопустимыя. Тазъ на самомь дблВ и было бы, если бы пра 
составлени уравнешй можно было всегда, поередствомъ какого- 
нибудь общато метода и во вефхь случаяхь, выразять услоыя 
предложенной задачи. Но во иножеств® случаевъ это не такъ и отри- 
пательныя рёшешя могуть найти истолковаше, которое важно 
изучить. 


$ 176, Раземотримъ сначала уравнене съ одною веизвзетвною: 


а -Нь=ая-+ 5. а) 


Предположниъ, что, рышая его, мы получили хля х отрицатель- 
ное значене — х; это показываеть, что у насъ есть равенство 
аа) = а, 


т.е. ; 
$5 ва=и — и. 
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Жлфдовательно, == - я есть рёшеве уравнешя 
аа ая. 6) 


Сравнивая уравненя (1} и (2}, мы видихъ, что они разли- 
чаютея только знакомъ при члевахъ, содержащихъ неизвфетную. 
Поэтому мы моженъ высказать такую теорем; 


Теорема. —Веякое отрицательное хиыиенйе уравненя первой степени 
<» одною неизввичиною, будучи взято положительно, удовлетворяеть 
‘новому уравнению, которое получается изь даннаю посредетвомь пе- 
ремьмы знака при членать, содержащиль неизвьствую. 


177. Замёчане, — Часто случается, какъ мы это сейчась к уви- 
димъ, что это новое уравневе соотвётствуеть задачь, мало отли- 
звющейсн оть дредложенной, и даже иногда соотвётетвуеть ей 
амой, во понятой въ бохфе общемь смысл; вз таконь случаь мы 
получаемь рзышене преобразованной или обобщенной задачи, и это 
ртиене есть отрицательное значеще, найденное для неизоъетной 
первоначально ураененя, но взятое положительно. 

Подобное замфчаше не можеть быть развито въ общемъ видь; 
слфдуеть въ каждомь отдёльномъ вопрос изсл®докать, какь при- 
датяется это замфчаше. Покажемь это ха сяфдующихь задачахь. 


8 178. задача Х. — Два зима М и У начали бвигаться одновременно 
по прямой линфи изз точекь А 1 В, расположенныхь обна оть брузой на 
разстояни 4 (А — ватло, В — вправо); пивла движутся в обношь направ- 
леннь слъва направо, со скоростяии % в У. Скольво пройдеть времени д0 
зб встричи? 

Назовем черезъ 2 искомое время; порвое тЪло, сворость котораго есть 
=. пройдеть раастояше о въ единицу времени и, сльдовалельно, ст въ 
течев!и времени х; второе тВо въ то же время пройдеть разотоян!е з/л. 
Такъ какъ овл отправились одновременио, то для ихь встрьчи исобхо- 
димо, чтобы первое изъ нихъ прошло разотояне на 4 болье. ЧЪЪ вто- 
рое. Саъдовательно, у иась будеть уравнен!» 


д — Ир 4, а) 
откуда 


Насяфдованю. — Бели г бохве =, зо это значене длях будеть положи- 
‘тельное и дасть требуемое рьшене. Но веди с меньше =”, 10 это. рыше- 
ще будеть отрицательным. Чтобы нотолковать его аначене, авы втиыт,, 
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что ово, будучи взято положительно, удовлетворить по теоремь 8 1176-го 


‘уравнению 
ие — ига. [6] 


НО это ураввоше, очевидно, выражаеть, что путь, проходимый твломъ 
.М, бозфе пути, проходимаго тьломъ М, на разетояще это услоше со- 
твЪтотвуеть олъдующему вогросу: 

Предполелая, что обе тала началы свое дежене неопредленио давно, 
сприниивветея, сколько прошло орежени съ момента 1ксз вотрльчи? При та- 
комъ предпопожени точка ихь истрёчи лежить вдЪво оть 4. 

Итакъ, если придать задачЪ такое распространенное тодкованйю, то 
отрицательное значене  выразитз уже протекшее врея. . 

`Вдрочемъ, очевидно, что при <” твло М, нахолящееся позади № И 
движущееся съ меньшею скоростью, не можеть встретиться съ М при 
дальнъйшемх движени, & должно было ветртиться ех нимъ раныле 
своего прохождения черезъ точку 4. 

$ 178, задача Х. — Воарасты дуть лице суть в и; червь сколько вре- 
мени первое мов низ буфета вдвое старше 2-0 

Назовемь искомое время черезь 2; уравиеше, очбвидно, будегь 


в--==26- 2). [п] 


откуда 


х — 25. 


изольдоване. — Воли < боле 25, то найденное эвачеве будеть поло- 
жительное и дветь требуемов рышене. Но если а менЪо 25, то это рь- 
шеве. ставеть отрицательнымь; будучи взято положительно, ово удовле- 
творить тогда (8 116) уравнению 


а—2=2— а), 


что, очевндно, соотэфтотвуеть сльлующему вопросу: 
Сколько времени тому назадь пераде лицо было вдвое старше 3+0? 
Если принять такое распространенное толковаше, то отрицательное 
значеше х выразить уже протекшее врожя. 
: : « 
Замьтимть, что отшошене воорастовъ въ настояли момевть веть 1; 


вони оно бошЪе 2 (если а >25}, то, умевышаясь съ точенемъ времени, оно 
дойдеть до звачевуя, равнаго 2; случай положительнато рышешя, Наобо- 
роть, если это отнощоще въ ввстоящй момевть менВе 2 (если а < 25), 
то, приближаясь съ течещемъ времени къ 1; оно никогда ве мфжеть 
стать въ будущем раввымъ 2: слФдовательно, эЪ этомъ смыслЪ рыше- 
ны мы не получимъ. Но вели при этомъ а бод%е В, го быть уже мо- 
менть, когда отношене возрастов равнялось 2; этоть момевть опредь- 
цаетъ отрицательное рышене. ° 

Прибавимъ еще, 470 если а мевьше $, то задача, очевндио, не нмЪеть 
решения; и, на самомт, дЬЛЬ, мы видимъ, что формула х==26 —  отно- 
сящаяей къ этому случаю, деть ‘для > значеню большее, чВыъ В, что 
невозможно. - : 
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$ 180, Задача №.—- На прямой боны бат тонки: А м В. Первая назео- 
Эитоя вяиво оть точки О на ралетояни в, а вторая —в9роёо отъ 
той же точки на разстояни 5; Найть на этой прямой третью точку 
Х такую, что воле вать серебину М отривка ВХ, а потомь пройльм от 
мочки А треть отртвна АМ, то попобень вв точку 0. 


Предноложимъ, что искомая точка Х помъщается вправо отъ точки 0. 
Назоввмъ черезъ х разотолн!е ОХ, которов мы и принимаемт ва пенарвст- 
ную. Изъ чертежа очевидно, что 


5-Ом+ мВ 
ом—мх 


п что МВ = МХ. Поэтому можно написать: 


о-в", 
саЪдовательчо, 
АМа-е + =. 


А тавъ вакъ по условш звдачв АМ 3 40:=3щ, то у насъ составляется 
уравнене 


Зи=а- а; 


5 = 
Я 


откуда 


в=4а-— 


Изслъдоване. — Вслы $ меньше 4а, то найденное значеще для г по- 
южательно и, сльдовательно, представляетЪ требуемое рёшеяе. Но если. 
3а меныле $, решеве отрицательно; будучи же взато положительно, 
оно удовлетворить ($ 116) уравненю 


за— 5-х 2 
аа. [2] 


Такое уравнеше придется составить въ томъ случав, воли точка № 
будеть находиться влЪво оть точки О на разстояви х. Ни чертежь тогда 
выйдеть. что 


5=0Мм- мВ; 


==мМх— ом, 
откуда 
5—2 


и Ао + 


сльдовательно, 


©) 


Отсюда звключаемь, что отрицательное значене в, пблученное из 
уровненёя (1), в8 этомь случат должно быть отечитано в5 направденйь, 
противополижномь тону, закое лы допуетияы пры составлены уравнентя. 


$ 181. Замфчане.—Не слфдуеть думать, что вез отрицательных 
рушешя истолковываютея такь же естественно, кавъ предыдуня. 
Такие нельзя обобщать, что опиценмеленое значеще, найденное дая 
будущаю времени, выразить время ярошедшее, или что отрицательныя 
длины, отечитанныя на какой-нибудь лини оть неподвижной точки, 
должны всада идти въ направлении, обратномь тому, которое соот- 
выиствуеть положительнымь значеняиь. Однако, такъ бываеть къ 
большинствВ случаевъ, и иы сейчасъ укажемъ причины этого. 


$ 182. Почему отрицательныя значенмя времени должны показывать 
прошедщее премя.—Предноложимт, что мы составили ддя ифкоторой 
задачи уравнене 


В-+ Аз = В’ + Ат, (1) 


тдВ 2 обозначаеть время, которое должно пройти съ настоящаго 
момента до ифкотораго событн.— Если бы мы отнесли вачало для 
отечитыван!я времени за & лёть назахъ, а за неязьёстную приняли 
бы дату собыния, то, называя черезь 2, эту послВдиюю, мы, оче- 
видно, имфли бы: 


==, отвуда = 


Уравнене (1) въ такомъ случав приняло бы елёдующй видъ: 
В+ Ая —д=В Аа, — 9, {2} 


что н было бы уравнешемъ задачи, при чемь г, обозначало бы 
неизвфстную. ы 

Предположимь, что значен:е для 2, вышло бы положительнымъ, 
но ненынимь, чфиъ #, напр., вышло бы раввымъ (# — в). Подста- 
зивъ это значеше въ уравнев! {2), получимъ равенство: 


В-- Аа == В’ — Ач, 


откуда заключаемь, что уравнеще (1) ижфеть ршеше х== — а. 
2 
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_Итакъ, отрицизтельное ръшене, х == — а, найденное для уравненя 
(1), обозначаеть, что событёе случилось спустя (&— а) мыть сь 
эпохи, предшествоватией настоящему моменту на Е мыть, иначе 
зоворя, событёе случилось за а лють д6 настонимид момента. 


$ 183. Замёчане.—Уравнеше (1) составлено при томъ предпо- 
зожени, что значеня дня х положвтельны; елдовательно, уравне- 
йе (2) соегавлено для значейй х, большихь, чёыъ {, иначе говоря, 
для эпохъ боле позднихь, ч%мь настоянй моменть. Прилагая 
это поснфднее уравнеше, вакъ мы только что и счфлали, къ пред- 
ъшеслвующей эпохф, мы могле бы придти къ невозможному ре- 
зультату. Итавъ, предыдущее разеуждеше не вполнф общатго ха- 
‘актера. 


$ 184. Почему отрицательныя значешй для разстоямй слЬдуеть 
отечитывать въ направлени, противололожномь тому, въ наномъ при- 
нато оточитывать полежительныя, — Предположимъ теперь, 90 ны 
составияя дяя нЪкоторой задачи уравнеше 


В+ А-В’ Аз, [0] 


тд д обозналаеть разстоянйе, отсчитаниое по линш отъ нёкоторой 
данной точки О въ извфстномь вапразлеви, напр., вправо. — 
Если бы мы изыфнили начало разстоянй О на другое 0’, вахо- 
хизцееси влЪво отъ перваго на разетояни 4 от неко, в искомое 
разстояне назвали бы черезъ 2, то мы, очевадио, имфли бы; 


х, =а4-1. или = — 4. 


"Тогла выфсто уравнения (1) ны имфли бы слЪдующее уравнеые задача: 
В-- А, — а} = В'- А — 4). (2) 


Предиоложямъ, что это уравнен!е дало бы для х, положитель- 
ное значеше, но меньшее, чфиъ 4, напр., (@— 2); чтобы опредфлить 
положеще искомой точки Х, сяЁдовало бы сивчала отложить раз- 
слояще @ оть 0’ по направленно къ 0, а затьмъ въ протевово- 
ложвомь направлещи оть О до искомой точки Х разстояше а. 
Итакъ, вскомая точка будеть находиться вЁно оть точки 0, на раз- 
стояши а оть этого начала. Подставивь же въ уравнене (2) вифето 
я. ©Ро значеше (#— =), получимъ: 


В— Ад = В - Ач, 


— 17 — 


Отсюда заключаежь, что уравнеше (1) имфеть рышене л == я. 

Итакъ, отрицательное ралцеще, х==— а, найденное дья урми- 
меня (1), обозначаеть, что искомая точна находится вятяо от 
зтонки 0, на разетоян а оть этою начале. 


8 185. Заифчане. — Какъ и 2ъ $ 183-мъ слёдуеть заытить, 
что предыдущее разсуждеше не вподнё общаго характера; пред- 
полагается, что уравневе (2), составленное для точекъ, лежащихь 
вараво оть точки О, таку каЕЪ оно естьсл®детве уравнения (1), при- 
лагаетея также и къ точкамь, лежащямъ влфво. Но это не всегха 
справедливо, что мы сейчась и покажемъ на примёрф. 

$ 188. Задача ХИ. За перезозку товара желюзная дорога берете 092.10, 
за тонну и 36 километрь; тром того взимается ЗЬРЛЬ за вагонь въ 
2000 кмлогралмовь, независимо отъ разстояит. На какое разетояще пе- 
‘ревезены 50 змониь, если издержки составили 8 франка? 

Обозначимь искомов ралстояе черезь и; 50 тоняз, составягь 25 ва- 
гоновь; следовательно, независиыо отЪ разстояня придется уплатить 


5х 
Сверхъ того, за провозь на разстоянйе = будегь ввато до услошью знлачи 
5,10 Х ЮЖ, 
Уравнене для нашей задачи будеть 
315 Ж 25 -- 010% Ха) -=3, ВО 


отвуда 
=— 3945. 


Изсибдована. — Это отрицательное рьщен® адвеь рвитительно ничеги 
не обозначаегь, такъ какъ стонность перевоза 50 тоянъ на 151%, 15, 
вправо вом вальво оть начальцато пункта, совертевно одна и та же: слф- 
довательно, велнбы искомая точва находилась втьво на 151.15, на 
чхо, повидимому, указываеть отрицательное рышеме, то существовала 
бы и другая точка, заходлщался вправо на такомъ же разсгоящи; урае- 
нен{е, сосгавленное для этого случая, дало бы рышене х=т +1315 
Можно, впрочемъ, сказать # реф, что задача невозможна, потому что 
сумма, уплачилаемая независимо оть разстояня, въ разы® р} 39р.. 75 >. 25, 
уже превышаеть зсю ту сумму, какая дана ва всЪ издержки. 

Можно убъдаться, зто въ этомъ опучав разсуждене $ 1984-го оши- 
бочно. Въ самомъ ды, предположим, что, прежде чзиъ отправать 50 
зочнь ваправо, выбарають аа начало точку 0, располощенвую в1580 
оть пувита отпраздена на разотоям 4 разетояню =; яекомой точка 
оть этого начала будеть (х -- 9), отвула гг, — 4. Тогда уразнене а3* 
дачи приметь зять: 


‚ 3715 Х 28-090 — =. [9 
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Веди бы это, уравнен, будучи вызедено изъ уравыешя (Г) и потому 
имъющее значеше для точекь, лежащихь вправо оть пункта отправле: 
я, было бы пряложимо и кт точкамъ, расположенным ваЪво, то раз- 
суждеше 8 184-го инЪъло бы мфето в =, положительное, но меньшее, 
чъыъ 4, соотьЪтетвовало бы дъйствительно точкь, находящейся влЪво. 
Но уравнен!е (2) никоныъ образомъ не подходить къ случаю перевозки 
ВЛЬво; вЪ самомЪъ ДЬЛЬ, тогда пройденный путь выразится черезъ 9—2; 
я уравион!е задачи должно быть 


375 Х 35-010 Хоа; 


5 


а, спъдовательно, отличается оть уравивийя (2). 


ТУ. ВВЕДЕВТЕ ОТРИЦАТЕЛЬНЫХЬ ЧИСЕЛЪ ВЪ УСЛОВТЕ ЗАДАЧЯ 


$ 187, Преимущества этого введения. — Иногда бываеть вытодно 
ввести отрипательныя числа въ самое даже задаше задачи. Чтобы 
показать, кАКЪ ихъ можно ввести туда и какая происходить отъ 
этого выгода, раземотримъ снова задачу $ 178-го, 


‚Два тьла М и М’ движутся по прямов 44’ 65 одномь и тоиь же 
направлен А.А’, при чем оба отправиливь оноврененно: М изъ Д со ско- 
ростьюю в, а М’ маъ 47 с скоростью и. Кова очи встризтязнся? 

Назыная черезъ х искомое время в черозъ 4 разетояше 4”, состав- 
шяемъ ураввеше (8 178) 

вз — ив =4. 


Мы видьли, что это уравнешь даегь рышеше задачи даже тогда, когда, 
® мельше 9, если разематривать отрицательное значене 2, вакъ время 
уже протевшее. 

Дия большаго обобщешя лредположинт, что оба тбла движутся не дъ 
одномъ и томъ же паправлони 44”. Тогда намъ предетавится три раз- 
лячныхь случая. 

1, Тьзо М движется вправо, а М’ — вльво; 


А: 
' 


она зстрьтятея между А и 4’, при чемъ одно наъ нихъ пробъжитъ раз- 
стоя 2%, а другое 5, и уравнеше задачи приметь такой виды: 


ча Низ 4. 
2. Тью М движелся влЪво, а № — вправо: 


<= 


д. 
| 
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они никогда не вотрьтятся. Но называя черезъ = протевшее время съ 
момента ихъ нотрёчи между 4 и 4’ п звыфчая, что одно изъ них, про- 
бъжало разотояые из, & другов ‹\2 до прябыця соотрьтетвенио въ точея 
Ан 4*, мы можемъ написаты — ` 


о ира, 
3. Наковець, пусть оба тЬла движутся вльВо; 
= == 


А! 1 


1 


они вотрьтятся вльво оть А и уравнеше задачи приметь зидь; 


ие — у ==4. 
Итакъ, уравнены, соотдётотвуюнщия вофыъ четыремъ случаямъ, бу 
деть слъдующье 
в: — из -=4, когда Мл М двивутся вправо; 
их + Уз =, когда М движется вправо, & М’ вльво; 
ии Г ур =4, когда М движется влёво, а М’ вправо, при чемъ 
х обозначаеть уже протевшее время; 
92 —о2-=а, когда М и М’ движутся ваъво. 

Эти четыре уравневфя могутъ быть сведевы къ одному, что гораздо 
удоблье, если согласиться обозиачёть отрицательными числами, (— #) и 
{—и), скоросты, наиравяенныя вафзо, Въ самомъ дьлЬ, тогда придется 
звмЪнить во 2-мъ изъ вышенанисавныхь уравнешй ” на’ (— и), въ 
З-емъ и па (—5) изъ фмъ о ва (в), лу ва (—и/). КромЪ того, въ 


3-вмъ уравнении, гдф нензвфствая обоаначаеть протекшее время, сл%- 
дуеть звыЪнить 2 ва (—2). 


Посл этихь заывнъ всф уравненя примуть одивъ видъ: 


ве иг, 
я формула 


зыводимая отсюда, также будегь одна для воъхъ случаевъ, 


Итинть, въиода вееденя отрицазтнельныхь `чисоль въ данныя задани 
состоит въ воть; ‘ино в уравненя, соотвззиотвуюния различным 
ея смучаялеь, сводятая кь одному. ы, сньдодательно, раебя отит 
уров порортнся окно оды рии 
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У, ОТРИНАТЕЛЬНЫЯ РЕШЕНТЯ ЗАДАЧЪ ПЕРНОЙ СТЕПЕНИ СЪ 
ДВУМЯ НЕИЗВОСТИЫНИ 


$ 188. До енхь поръь мы разематрявали отрицательныя рёше- 
зая одного уравнения съ одною неизвфетною. Въ случа нёеколь- 
кихь уравневй разсужденя останутся тЁ же. Предположимь, что 
при рёшеши системы . 


авы 

ви @ 

ах 
мы нашли для одной, или для обфихъ неизнъетныхь отрицатель- 
выя значеня, напр, х—а, у= — 3. Эти значеня, удовлетворяя 
уравненямь (1), дадуть тождества: 

и — 8 =6] 

2) 
аа 53 } ( 


отеюда заключаемъ, что значешя х 
систем: 


у—8 удовлетворить 


—=6,| р 
аж—ь .| 3) 


Итакъ, заифняя отрицательное рёшене у==-3 соотвфтетвен- 
вымъ положительнымь, мы придемъ къ другой систем уравленй, 
которая получится изъ первой посредством перемфны знака у 
членовъ съ у. Совершенно также, отрицательное рёшене для х 
можно измёнить ина положительное, измнивъ въ предложенныхь 
уравненяхь знаки у вефхъ членовь сь 2: 

Теорема. — Вообще, при ръшени системы уравнени! полуменныя 
значенёя для цеизвъетныхь веть можно взять во знакомь -- ‚ даже 
ел нькоторыя изь нить выйдуть и отрицательными; заактя я0ло- 
еиельныя значеёя будуть в5 этомь случа риншенями новой 
системы, получаемой изь прежней поередствомь перемьны знака у 
членовь, содерюащить пнь неизаъетных, дая которыть раныше зна- 
меня выходили отриценнельными. 


$ 189, Замфчане—Новыя уравнешя, которымъ удовлетворяють 
преви!я отрипательныя значешя неизвфстныхь, взятыя теперь по- 
лощительно, соотвфлствують иногда. задач иди немного отличаю- 
щейся оть прежней, ихи той же самой, но понимаемой въ болфе 
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общемъ смысль, Въ этомъ случай рышене изыёненной вли обоб- 
щенной задачи мы полузимъ, взявъ со знакомъ -- прежея отраца- 
тельныя значешя для нензвфстныхь, Однако, это занфчаше, какъ 
и въ уравнещияхь съ одною неизвфетною, не можегь быть развито 
вообще, а только на отдфльныхь примфрахь. 

Раземотримъ, напр., слёдующую задалу. 


$ 190. Задача ХИ. Резервупрь, омтьстимоеть котораго равна ъ, напол. 
инася в течени врелени & частбо посрействомь в крановь, иврезъ каждый 
чез Боторыхт влняось обно то же колинество воды, частро опиь дождя, 
падавшаго равномирно на твертноеть резервуара, равную в. Лрузой резер- 
пуарь, влтьсильноеть козюраео %', наполнилея въ теченфи времени такосе 
частью попредетвожь и’ тажиаь же врановь, частбю оте доюбл, пабаешао 
равномтрно и с$ такою же силою на ео повереноеть, равную ’. Найть 
холичесямо 2 вобы, алившейся черезь каждый зранб об сбшницу врежени, 
колмнество у’доокдя, выпавшаго 65 единицу времени на ебиницу поверх 
ности резереуиря. 

Такъ как черезь одинъ крашь въ единицу времеви влялось кози- 
чеетво воды, разнос х, то черезь п крановъ въ течешёи времени Ё вли- 
аоеь паг. Дождя выпало на едивыцу поверхности въ едивацу времени 
количеетво, равное у; а въ 7 времени на поверхность в — количество, 
равное зуЁ. Отеюда составляемт урарнеще 


, пар зе #) 
Пля второго резервуара составимъ подобное же уразненю 
пер 5-е. ^ 2} 


Рьшая эти уравнешя, найдемт 2 ну. 

Предположимь теперь, что при рышены этихъ уравнений » вышшо 
положительвымъ, в у отрицательным, напр. "=, уз= — 8. По $ 168-му 
значе 2, уз=3 будуть удовлетворять уравнешянь 


ыы ву 


тив — ву =, } 


которыя, въ свою очередь, соотяфтетвують ($ 189) задачь, отличающейся 
оть предложенной ТЪыъ, что дождь, нанолняюм! редервуары, замвнень 
яъ ней другию причяною, опоражнчвающею резервуары пропорщонально 
времеви и поверхность, напр. испаренем. 

Коли бы, каобороть, вышдо 2 отрицательнымь, 10 это значеше, 
взятое положительно, удовлетворнло бы уравиешямъ . 


® . 


з4Е — вы 


ве — мае =, 
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которыя, въ свою очередь, соотвЪтотвують задачь, отличающейся отъ 
предложенной тьыъ, что краны, наполняюще резервуары, замфиевы въ 
ней такимъ же числомъ причинт, опоражнивающияхе резервуары, напр., 
отнерецями или насосами, выкачивающими количество » воды зъ еди- 
виду времени, 


$ ТЭТ- Заибчаны. — ЗамВчаня относительно отридательныхъ зна- 
ченй для времени или для длины, приведенных въ 88 182и 184, 
прилагаются безь ивифиеыя и въ тому случаю, когда уравненя 
водержать болфе одной неизвфотной. 

Замфтиыт, что, ром дяинъ и временъ, есть и другЁя вехичины, 
которыя могуть быть разсматриваемы также въ двухь противопо- 
ложныхь сыяезахь. Къ намъ можно ‘отнести температуры, отечи- 
тываемый вверхь и внизь отъ нуля, ефверныя и южныя широты 
(кавъ географически, такъ и небесныя), притярательныя п отталки- 
зательныя силы, звтавъ и нассивъ коммерсанта. Ве эти величины 
весьма удобно изображаются положительными или отрицательными 
числами. 

Замбтимь, наконешь, что нфть необходимости вводить отраца- 
“тельныя числа въ изложене задачь; мы въ прав принять иди 
не принять такое введеще отрицательныхь зисель. Но если жеж- 
этезьно обобщить формулы, иначе човоря, сдвзать тать, чтобы рь- 
чиенёе задачи во веъть случаять было выражено эполько одною фор 
музою, то такое введене отрицительныхь чисель станеть необлоди- 
мынь придется измьнеще смысла задочи выражать посредетвамь 
измъненя знака. 


УТ. БЕЗкОНЕЧНЫЯ И ИЕОПРЕДЬЛОННЫЯ РЪШЕНЯ 


$ 192. Рышены, называеныя безконечными.—З сли формула, выра- 
жающая общее уёшеше задачи, будетъ дробнаго вида, то при 
нфкоторыхь предположеняхь относительно букв, входящихь въ 
эту формулу, можеть случиться, что знаменатель обратится въ 
нуль, & числитель не обратится. Тотда формула приемегь зидь 


„=+*. Далфе мы увидим (Глава УН), при общемь изслфдовани 
формуль, что уравнеше въ этомъ случаВ невозможно. Не воегда 
это можно сказать о задьчЪ, приведшей къ такоиу рёшенйю; можно 
лишь утверждать, что количество, принятое за неизвфетную, въ 
этоиъ елучВ не существуеть. Раземотрямь для примфра слёдую- 
щую задачу. 
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$ 193. Задача Хи/_Дах жруго робйисовв Е м г расположены в5 одной 
плоскости и притом така, что одинь—це внутри 8ругого; розотоянйе 
межбу изь центрами равно 4. Найти зточку, вв которой общая внхаи- 
‚ня вавательноя ветречаеть пряную, соебиняющую центры. 

Обозначимь черель г разстояне искомой точки отьъ центра мень- 
шаго круга, Соодивяя каждый цевтрь съ соотвЪтотвующею точкою каса- 
ия, образуемь два подобныхъ треугольника, изъ которыхъ непоеред- 
ственно вытекать пропорщя: 


«твуда 2) 


в 


Изсльдоваще. — Пока г мене Е, до тЬхь поръ = положительно, и 
формула даоть возможность лостроить искомую тозву. Если же значение " 
станеть приближалься къ значеньо И, то ® станеть возрастать, потому 
зто чиолитель его возрастветъ, а знамонатель убываеть; олвдовательно, 
искомая точка удаляется по лини центровь. А такъ какь разность 
(В—») можно сдвлать достаточно малою, чтобы дробь (2) стала какъ- 
утодно большою, 10 и раусы круговъ могуть отличаться ва доста- 
точно малую величиву, чтобы точка, въ свою очередь, удалилась кАНЪ- 
‘угодно далеко. Наконецъ, въ предълЪ, когда › = Н, дробь преваойдеть 
всякую напередъ заданную леличину, кавъ бы велика ов вн была. 

у пъдовательно, тбчка вотрьчи удилнется безрредюльно, и дв прязныя, 


не встречаясь болте, становятся пареллельнымм. Очевидно, что въ этомъ 
. 9» 


спузвв уравнов (1) принямветь невозможный зядъ: ® =1, а фр: 
муль — особенный: ==; нъть боле ни уравненыя, ин формулы, 
к точка вотрьчи не сущеглуеть. Но, именно, этоть ревульлать н состав- 


пяеть рышеше задачи. 


$ 194. Заифчане.— Когда знаменатель дроби уменьшается, дробь 
увеличивается; в притомъ безпредфяьно, если знаменатель умень- 
ъ‘шается безпредфльно. Поэтому яногла говорять, что при знамена- 
челЪ, равномъ нулю, дробь обращается въ безконечность и пичгутъ: 
х=20. 910 выражеше, строго говоря, ненравихьно, таюь вакъ 
дробь, знаменатель которой равень нулю, ничею не предотавляеть, 
Если данныя задачи изифняются такемъ образомъ, что знамена- 
тель выражен я ддя неизвёстной стремится къ нулю, то сама неиз- 
вфетная увезнчивается безпредёльно; но какъ только знамекатель 
обращаетея въ нуль, рёмешя ифть и уравнеше невозможно. 


$: 196, Неопредбленныя рышеня.— Если формула, выражающая 
ршене задачи, будеть дробнаго звда, то иногда я такъ можеть 
случиться, что при эЪкоторыхь частныть значеняхь буквъ, вхо- 
дящихь въ.э%у формулу, обратятся заразь въ © квкь чисдитель, 
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такъ и знаменатель. Форнула въ этомъ елучаЪ приметь видь: 
Далфе (Глава УП) мы увидимъ, что система, дающая 


такой результать, вообще, неопредьленная; одняко, неопредёлен- 
ность эта можеть быть только кажущейся. 
Приведемъ два примфра для этихъ двухъ случаевь. 


$ 196. задача ХУ Даны два сливна: первый содержить а гральмовь 
золоть и 5 араммовъ серебра, второй собержмть а’ зраммовз золота м В” 
гранаез серебра. Сколько нужно взять отв кабазо изб этить @вузь 
слитков, чтобы образовать такой трепий, вв которомв было бы а зран- 
мов золота м 8 чрамновь серебра? 

Обозначниь черезъ ® и у вфса тЬхъ кусков, каме нужно взять 
оть перваго и второго олитковъ. Такъ какъ въ ве «+ содержится 
а граммовъ золота и Ъ граммовъ серебра, то ВЪ 2ЪСЪ = того же слитка 


оребра.-Тозто тажъ же, 


будеть содержаться а золота и 


въ Я у второго слитка, весь въеъ котораго а’ + В, бу; И в $ Золота 
и 7 свребра. 
Отсюда мы пишемъ два уравиеня: 
_@9_ 
Те 
@) 


ив 


Рьшая эту систему, ваходимы: 


@-- Бай — №) (а 
ах =— 


Мас деване. — Если предиоложить, что то числатели 


а. « 

Й в? 
и онаменалели въ объить формулахь обратятся въ нули, и мы буденъ 
имъты: 


Чтобы нетолковать этоть результать, заыфтимъ, что изъ нашего 
предположен!я вытекають таня стВдетвЁя: 


(2) 
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и что еели замфнить вЪ уравнешяхь (1) козффицюнты при нензв®ствыхъ 


. а 
ь во ар 
ихъ зивчошями, т, прот, ПОЛучаемыми ивъ отношонуа (2), то 

обв задазвыхь уравневя приведутея къ одному: 
Фуа . ®) 


Отсюда вытенаеть ($ 163), что система (1) — неопредьлениая. Но в сама 
задама--неоспредтденная и имъеть безчисленное множество рёшенй. Въ 
самоиъ дьлЬ. по нашему продноложевню отношеше золота пъ серебру 
одно и 10 же во пебхь трехъ слиткакь; стЬловательно, сколько бы мы 
Ни пзяля отъ КАЖДАГО ИФЪ ДВУХЪ СЛИТкОРЪ, ны, очевидВо, получинь новый 
сплавъ съ тЬыъ же отношещемъ золота къ серебру. Ваятыя количества 
долины лишь удовлетворять уравнению (3). 


$ 197. Задачв ХУТ. — Вычислить площадь трапеши с5 овнованями Ви 
$ и высотою №, разсматривая се, какъ разность между площадями двух 
зиреузольниховь, которые образуются при ‘продолжены непараллельныхь 
сторон трапеции 80 взаммнаго перестченйя. ` 

'Обовиачимъ черезъ 2 искомую площадь и примемъ за вспомбгательныя 
веизвфетвыя высоты у и г обоихъ треугольниковъ. Площади посдфдияхь 


1 1 : 
выравятея черезь > Ву н №, и лорвое уравнеше будегь: 


= Ву в). а) 


Такъ какъ эти треутодьвикя подобны, 40 основы пропорщювальны 
высотамъ и у наеъ составится второе. уравнеше 


2) 


Наконешь, такъ какъ высота Я веть разность высоть у и 2, то иы будемъ 
имфть и третье уравнене 


9-:=4 3) 
Для покиючоня вопомогательныхь неизвзетныхь выводимъ изъ уряв- 


щенья (2): 
вь в-—ь ` 


Подотавияя эты значешя въ ураьнене (1), получимъ, яаконень, что 


ДА ве 
ое ЕЬ. ® 
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изольдованй. — Пока Б не равзо В, зтв формула для илощади трапеши 
дветь виоляв овредьленное значение. Но вели 5—8, то формула при- 


о 
нимаеть вдь: «52-0, и Задача являотея неопредёледною. Однако, 


эта недпредидленноеть только каоеущаяен. Вт, этомъ случа тралешя 
превращается въ паразлелограмит, пиощадь котораго равна №; это 
выражеше мы можемъ получить и изъ нашей дроби, сократив предва- 
рательно чиспителя и знаменателя ва ихъ общаго множителя (В— 5) п 
затвыь положивъ ВВ: 


А (В) (вавъетная формула для площади трапеци); 
=— ВА {при В 5). 


$ 198. Замфчане. — Изь предылдущаго видно, что если формула, 
выражающая рёшене задачи, въ силу частныхь предноложенЯ, 


пранямаеть неопредфленный видъ 5. то не садуеть сивитить съ 


заключенемь, что и самая задача — неопредфленная. Полученная не- 
опредёленность можеть быть только кажущаяся, что происходить 
отъ присутетыя въ членахь дроби (въ числителв и въ знаменател$) 
общаго множителя, обращающагося въ нуль при допущенныхь пред- 
положеняхь, чтв мы ‘и видёли на послвднемь принёрё. Вь этомь 
случаь необходимо предварительно сократить на общело множителя 
холуменную @робь в зарьмь только, въ упрощенной такимь образомь 
формуль, сдъяать частныя предположения: тода мы получим истин 
ное значене дроби для этою частнаю случая. 


Предположимъ, напр. 910 мы получили, какъ рышоне ныкоторой. 
задачи. формулу 
— 3-44 —2 
аа — 


и что при изельдоваяя пришлось допустить, что а=:1. 0бв чдена этой дроби 

обращаются при такому допущена въ 0 и дробь пранимаегь видь о. 

Но такъ какъ оба члена дроби -- пълые маогочлены отиосительно а, 15 

по $ ТР-му опи длятся ва (1 — П. Выпоцнивъ это дъяеше, мы придемъ 

къ упрощенной формуль . 

аа 
а“? 


которая при а -= 1 аризимаеть уже опредвленное знычен!в, кмонно х = т 
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УПРАЖНЕНИЯ 


Т. Два сосуда, вмвогамости которыхь › и и’, наподневы смзсью воды 
з вина, в» отвошевЫ и въ и въ пефвомъ восудь и въ отношени т’ 
въ и/^—во второмъ. Какой ямфетимости х мы должны взять дв® равныхь 
между собою кружки, чтобы, нвполнивь пхъ заразъ, одву изъ перваго 
сосуда, з другую-изъ второго,-в зыдивъ затЬмъ смфсь изъ первой 
кружки во второй совудъ, а изъ второй крулки-въ первый, получить 
вЪ обоихь сосудать одно и то же отвошеше зоды въ вину? Показать 
& рим: что результать не зависить оть эт, п, ви, и’. 


та. Составпяемъ уравнеше 


т — 2) 


откуда 


П. Три стрелки, часовая, мивутная и секувдная, стоять выЪотВ на 
циферблать часовъ противъ ХИ. Спрашивается, черезь сколько времези 
секундная отрёлка раздфлить на дьЪ равныя части уголъ между двумя 
другвми? 


отв. Обозначая черезь д число прозекшихь секувдъ, паходимъ: 


Ш. Три тьда двышузся равномЪрно по одной я той же прямой ливи 
со скоростями: о, /, $". Въ началь двыжевня они находились на раз- 
слоявняхь а. /, а” оть точки 0 ва этой прямой и всЪ трое отъ этой точки 


удаляются. Черезь свошько времени первое тфло будеть ваходяться на = 


разстояны, раздвляющаго два другихъ? 


ть. Обозначая черезъ = протекшее время, налодныы: 


За’ За" — ба 
Зе 2” 
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воли, по источени этого времеши, третье тьло ваереди второго; и, па- 
обороть, 

$3а’ + 2а"” —5а 

ЗВ 55" › 


воли, по истечены этого времени, торов твло впередя третьято. 


Здьсь можеть быть ии два рёшокы, нли одно, или не быть вовее 


рышены: изольдуются условя отихь различвыхь сдучаевъ. 
Рышене обобщають, продполагая, чтотьла во движутся ве въ одномъ 
пвпразиони. 
Ту. Ребра даянаго прямоугольнаго парвллелецииеда заданы числами 
а, Б вое. Найтя сторону а такого куба, чтобы отношеве полныхъ по- 
вартностей этихъ двухь тЬль равнялось отвощешю икъ объемовъ. 


Зафе 


т ор 


У. Составить пропорцию, члены которой соотвётотвенно болье чисель 
а, 5. си @ па одно и то же количество, 


Отв. Обозначая черезъ х число, которое нужно прибавить къ каждому 
изъ этнхъ чиселъ, паходимъ: 


Иасяъловать рыпенуе 1} ногда бе -=44 и 2) когла ар 4-е. 


У1. Пе прямой лиши размьщены » кампей на разетояни @ метровъ 
одвнъ отъ друтого. Найти ва этой прямой такую точку Х, что воли пере” 
вести въ Нео каждый камень посльдовательно, начиная съ перваго, то 
мы одълаемь путь вдвое боле ТОГО, Жакой совершили бы, перенеся 
зов камни таке постьдовательно въ то мото, тдъ пежить первый, 
отправившись также отъ перваго, 


отв. Обозначая череаъ 2 разстоян!е лочки Хоть перваго камзя, пред- 
полагая, что она находится за носльдвямъ, ваходимъ: 


Задачу обобщают, предполатая, что тношеше проходимыхь путей 
равяо #6 8, а т; тогда 


Е 


2в—1 


у. 


пря чемъ изсявдуются усломя возможности задачи. Если рьщене—отри- 
‹цательное, то можно ли его истолковать? 
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УП. Для совершевдя количества работы, равнаго 2, въ п дней не- 
обходимо поставить или а мужчинт, нии 5 женщинъ. Сколько нужно было 
бы присоединить женщину къ (ар) хушчинамъ, чтобы выпопнить ко- 
личество работы, разное (т -- р) въ (и -— р) дней? 


УШ. Двое часовъ А п В бъють одновременно и слышно было вевго 
19 ударовъ. Опредьтить часъ, зввя, что часы Д опаздывають на 2 се. 
кузды проливъ часовъ В и что удары часовъ А сльдують черезъ 3 се- 
кунды, д часовт, В черезъ 4 севунды одинъ послЬ другого. Наконецъ, 
хогда удары обоихъ часовъ спиваются, ухо слышить только одизъ ударъ. 


тя. Обозначаемь череёЪ 2 число ударовъ каждыхь часовъ, или, что 

одно и то же, искомое время, и замфчаемъ, Что число потерянныть для уха 
р 2—6 . 

ударовъ будеть 1 ифлая часть отъ — ; отеюда 'заключаемъ, чта 


п. 


х 


1Х. Найти три числа х, ум 2, раеположенныхь въ вриеметической 
прогрессия, такихъ, чтобы первое относилось къ третьему. какь 5 къ 9. 
и чтобы сумма вовхь трехъ равнялась 68. 


=27. 


Отв. #=15, у=71, 
Х. Дань радъ 
а- 6, ар 5, а ыь, ай», о ые,... 
Найти два такихь зисда ф ну, чтобы каждый членъ этого ряда быть 


бы равевъ сумм прельдущаго и предпредыдущаго, умкоженныхь соот- 
вътетвенно нах ву. 


Отв. Составляють трет и четвертый члены, по этому закозу и ка- 
ходяты 
у=-ы: 


далъмь доказывають, что дьйствительно эти множители даютъ веъ 
илены ряда. у 
ХЬ Давъ ряд 
о м-р дей, ар Ре" ,... 
Найтя 3 числа 2. у и 2 таввхт, зтобы кажлый членъ этого ряде быль 


бы равень сумиЪ трехъ предыдущахь умноженныхь соотьфтственло 
нал, уиг. 


Отв. ера. умри. 
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ХИ. Пофадь Т пущенъ со скоростью © послЪ другого позада Т’, пу- 
щеннаго со скоростью у. Опоздаше разочитано такъ, чтобы ови прибыти 
одновременно на конечную станцию. Повздъ 7’ донженъ быль замедлить 

2 
ва ПОдОвиНу свою скорость, совершивь ; всего пути; поэтому, нозрьча 


поъедовъ произошла раньше за а мипь до мЪота ивоньчешя. Найти 
длину всего пути. 


От. х=6а-— За ы . 
5. 

ХИГ. Для выполивийн нъхогорой работы 4 употребляеть въ и резъ 
болфе времени, Чьмъ Ви С выъеть; В— въ п разъ болье, чъмь 4 и С 
вимств; (— въ р раз, бошфе, чвыъ А в В выфстЬ. Найти зависимость 
между т, пи р. 


ХГ\, Тозки 4, В, С, О,... расположены ва одкой прямой, соотвт- 
ственво нё раастоявыкъ , В, с, 4,... оть точки 0, находящейся также 
на этой. прямой. Найта на ней такую точку Х, чтобы ея разотояше х отъ 
какой-угодво точки М этой прямой было бы среднимъ зриеметическимъ 
разстоян точекъ 4, В, С, Б, до точки М. Показать что при по- 
мощи надлежащихь соглашев!й можно рвшене этой задачи выразить 
одною формулою, каково бы ни было положене точекъ 4, В, ©, Д,... 
спрева или слфьё огъ точки 0. 


афьенат. 
а 
зекъ; эта формупа не зависить оть положещи точки М. 


отв, «= ‚›ГАЪ п есть число разематриваемыхт то- 


ХУ. Калоты двухь прамоугольныхь треугольняковъ направлены со- 
отвЪтетвенно по одвимъ в ТВЫЪ же врямымъ; длины квлетовъ перваго 
треугольника а и В, дийны катезовъ второго а’ и И. Изъ точия ветрё- 
чи гыпотенуяъ опущены перчевдикуляры на направленя ватетовъ. 
Вычислить дливы этихъ першендикуляровь и ивельдовать въ елу- 
чав, каыю могуть представиться. 


ото. Обозначая черезь 2 перпендикуширъ ва стороны а, а’м через 
у на стороны В И, находимъ: 


_ ве Ь Ма 
ТН И 
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ГЛАВА ШЕСТАЯ 
Неравенства 


1. НРИНЦИНЫ, ОТНОСЯЩИЕСЯ ЕЪ НЕРАВЕНСТВАМЪ, РАЗСМАТРИ- 
ВАЕМЫМЪ ОТДЕЛЬНО 


$ 199. Опредфявне— Говорять, что число а болфе числа Ъ, ка- 
ковы бы ни быхи ихъ знаки, если разность (а —5} положительна. 


$ 200. Слёдствя. —1) Веякде положительное число болне всякаю 
отрицательнаю. Такъ, напр., 


1> — 8, [0] 


потому что разность 1—(—8) во 8 20-чу равна 1-8, т.е. 
она положительна. 

2} Отрицательное чиело пньмь болье, чъмь ею абсомютная ве- 
личина менте. ТаБъ, напр., 


—1> — 26, (2) 


потому что разноеть — 7— (— 0) во $ 20-му равва -- 20 — 7, т.-е. 
она положительна. 
3} Нуль сапдуеть считать больше, чльмь всякое отрицательное 
число. Такъ, напр., 
0>—4, (3) 


потому что разность 0—(—4) п $ 20-му равна. О -- 3, т.е. 
она положительна. 

Изь предыдущаго вытеваеть, что если нанисать всф числа, ванъ 
положительных, такъ и отрецательныя, въ видВ слфлующаго ряда: 


м... 4 10,68, 3 4,.5. ,°, 


то окащетен, что венкое число этого ряда боле каждаго изъ чи- 
сель, помфщенвыхь взВво оть него, и иенфе каждаго изъ чисель, 


поифенныхь вправо отъ него, 
и 


в 
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Что нЪкоторое число а’ положительно или что нфкоторое число 
Ъ отрицательно, выражають обыкновенно формулами: 


а>0, < 0. 


$ 201. Неравенства, содермащея неизвфстную.— Услове, называ- 
емое неравенетвомь и состоящее въ томъ, что выражене, завися- 
щее отъ неизвфетной, должио быть болфе или менфе какого-нибудь 
другото выражещя, даеть возможность, вообще, опредфлить т8 пре- 
дфлы, между которыми должна или не должна нахохиться неизьф- 
стная. Въ настоящей тлавф мы пояснимь это иа вЪеколькикь 
` вримфрахь. . 


$ 202. Принципь |. -— Можно, но изжюняя условёй, выразжаемыть 
неровенствомь, увеличить или уменыишть объ ео чаети на одно и 
зи же число. . 

Въ самомь дфлЬ, неравенство в_>6 равносильно, но опредЪ- 
леню, неравенству а—5>>0; при всякомь же же мы инфемъ: 


а—о—а+т——м={@ т — 6-м). 


Сл»довательно, 


(а) -—@ м) > 0, 


откуда, по опредфленю, 
ат > т, [6 


Отсюда вытеваеть, что такъ же, какъ и вь уравнещи, можно 
перенести какой-уюдно члень ить одной части неравенства въ дру- 
зую съ перемьною знака 


$ 203. Принциль И. — Можно умножению объ части неравенства 
на одно н то же положительное число. 

Въ самомъ дфлЬ, веравенство а >В равносильно нерввенет: 
«—Ъ> 0. Но если умножить (#— 6) на кавой-вибудь положитель- 


ный множитель т, произведене получится положительное. Слёдо- 
вательно, 


{@—В > 0, наи ат — Ва > 0, 


откуда, по опредвленйю, 
ат > и. ‚ (5) 
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Также можно умножить объ части неравенства на вахой-нибудь 
отрицазельный мнооеитель, стоить только при эномь измьнить 
емысль неравенства. Въ самомъ дЪлЬ, имя 


#>ь, или а—$>0, 


х умноживъ (а—0) на отрицательный множитель м, мы получанъ 
отрипательное произведен!е; слёдовательно, 


(а— Вт < 0, ви ат—т< 0, 


откуда, навонець, 
ат < Би. (6) 


Съ помощью этихъ принцановь такъ же, какъ и вь уравнеши, 
можно освободиться оть знаменателей въ неравенствь, если изв\- 
стенъ знакь множителя. ТВ же самые пряяципы прилагаются 
къ двленю обфихь частей неравенства на › дЁйствительно, дЖ- 


: й 1 
леше на т приводится къ умноженю на „., а оба эти числа, кагъ 


1 
чи, такъ и -„, всегда одного знака. 


$ 204. Принцить Ш. — Же объ части неравенства подожи- 
знельны, то можно ить возвысить в. ну и ту же т-ую*) ете- 
пень, каково бы ни’ было т. 

Вь вамомъ дл, если одпо число бодфе другого, то т-ая сте- 
пень нерваго и подавно бодфе такой же стенени второго. Тавъ, 
налр., Т> 3 даегь 1‘ > 3*. 

Если ще хотя одна изъ частей неравенства-—отрицательная, то 
зеобходимо различить нЪеколько случаевъ: 

1) Каковы бы ни были знаки объихь частей неравенства, чить 
можно возвысить въ одну и ту же т-ую степень, если т-нечетное. 
Дъйствительно, об частн нослё зозвышешя въ этомъ случаф го- 
хразать свои знакя, а потому сохранится и смысль неравенства. 
Наор., 

при 7> — 13 имфемь 7° > (—13), _ 
> сы | @) 


2} Есля ве приходится возвышать 06 части неравенства вЪ 
одну в лу Же четную степень, то сдфдуеть различить даа ‘елучая; 
*) ЗдЪсь м цьнов п положительное чнезо, иначе выражеше „возвы- 
свть ва т-уш етенень" потеряно бы веяый сыысть ($ 29). 
. 1 
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Если объ части отрицательны, то смыель неравенства изм%- 
яяется; пронеходить это оть того, что посл возвышеншя въ ете- 
пень 06% части становятся положительными. Тавъ, наир., изъ ве- 
равенства 

—1>—13 


выводимъ послёдовательно: 


авт Шт, (—18> 7 
и, значитт, . 
ст <<. (8) 


Если объ части неравенства—знаковь противололожныхь, то ни» 
какою правила дать нельзя. Смыслъ неравенства въ этомъ случьв 
можеть измфниться, или остаться тёмъ же еамымъ, или неравенство 
можеть даже перейти въ равенство, Тавъ, налр., 


"> — 3, “>С 3), ] 
7> —13, "< 13% 9) 
> = т 


$ 205. Принципь №.—1) Можно изь объихь частей неравенства 
изилечь корень нечетной степени, каковы бы ни были ить знаки; 
дЪйетвительно, въ этомъ случаф оба ворня-—того же знака, какъ в 
соотвфтетвуюния подкоренныя числа. Напр., 


27> веть ИУ 8 > 
7>—8 „ Е - >63; (10) 


8>—1 ,„ И ИМ, „2 


2) Мрё извлечение корня четной степени объ чпсти донжны 
быть полодеитезьными (8 96). Въ этомъ случаБ корень изь каждой 
части иметь бва равныхь, по противоположныхь по знаку, зна- 
ченёя. Неравенство при этомъ сохранить или измънить свой омыедь, 
смотря по тому, будемь ли лы брать заразь полооюипельныя или 
заразь отринательныя значешя корней. Такъ, напр., неравенство 


36 >25 


диетъ: 
736 25 вв. 6>5, 
у36>у В >5 } , 69 


— (36 <— 25, „6—5. 
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Но если этиё двв корня будуяь взнтия съ различными знаками, 
зио члень отрииинельный бубеть вседа менше. Такъ, вапр., не- 
равенство 

36 >25 


У36 >55, вая 8>—5 ] аз) 
} 


У25>— 936, „ 5-6} 


даеть: 


|. НРИНЦИЙЫ, ОТНОСЯЩТЕСЯ КЪ СОВЫВСТНЫМЪ НЕРАВЕН- 


ОТВАМЪ 


$ 206, Принцить У. — Можно сложюшть по-иленно два неравенства 
одною и тою же смыела: новое неравенетво будеть то же смыела, 
эзакъ в каждое изъ данныль. 


Въ самомь дёл», иусть намъ даны два неравенства: 
а>ь с>& 
они равноснльны слфдующиит: 
а—5>0, -—4>0. 


А такъ какъ сумна двухь положительныхь количествь тавже 0о- 
ложительна, то, сяфдовательно, моженъ ваписать: 


ав. —@>0. 


а-е>ь + а. (13) 


Но ввовь полученное неравенство не можеть замфНиТь кавое- 
либо изъ ланныхь подобно тому, вакъ это имфло ыфето въ урав- 
ненаяхъ. Друтями словами, ‘дз системы: 


[12 { а>ь 
е>а, а-е>ь-+а 


не равноснльны: вторая есть сяЗдетие первой, но первая не есть 
злбловие второй. 
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Если обь нераленства противоположны по смыслу, 10 ДлЯ сл0- 
женя ихь по-членно нельзя’ дать нивакого правила. Въ самомъ 


дЬлЬ, имфемъ: 


> =] ТЕ < 
в<ав, [| " ТЕЗ<ЗИ; 
1> ы . 

8<12,} 11 

7> 3, 


т я. 1-8 з-ю. 


$ 207. Принцииь У1.-— Можно изь одною неравенства вычесть 10- 
членно друше, по смыслу противоположное первому: новое неравенство 
будеть тою эке смысла, каль и первое, 

Въ самомь дфяВ, пусть наиь даны два веравенства: 


Ю>ь в<& 
они развносильны сафдующимъ: 
а>8 Яа>ь 
а въ такомъ случаВ по 8 206-му можешь написать: 


аа ьЬ+е, 
или (8 202) 


а—е>ь— 4. (14) 


Ваовь полученное неравенство не можеть замфнить кахое-либо 
изъ данныхъ. 


Нельзя вычесть одно неравенство изъ другого, если они одного 
и того же смысла ($ 206). 


$ 208. Пранципь УП. Можно мперемножаинь по-чаенно два не 
равенства одною и то же смысле, если весь части положеительны: 
новое неравенство будеть пнио же смысла, какь и каждое изь дан- 
ныть. 


Въ самомъ дёлЬ, пусть вамъ даны неравенства: 


а>ь, с>а. 
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Такъ какь с и 6 положительны, то мы похучимь посл умноженя 
перваго неравенства ва с, а второго на 6 (8 203): 
>И и>ы, 


отвуда. 
ав >. . {15) 


Есль воь четыре часу отрищаительны, то новое неравенетво 
противоположно по смыслу каждому изь данныль. Такъ какъ сир 
отрицательны, то мы лолучимъ ноелф унножещя перваго нерёвен- 
ства ив с, а второго ва &: 


шкы, и <, 


откуда 
ве <. (16) 


Новое неравенство (15) или (16) не можеть замВнить какое- 
либо изъ данвыхъ. 

Нельви дать общаго правила относительно перемноженя нера- 
венствь въ тоиъ случаЪ, когда не всё части заразъ воложи- 
тельны, или заразъ отрицатедьвы. Совершенно ничего нельзя ска- 
зать тогда, когда неравенства противоположны во смыелу. 


$ 209. Принцить УВ. — Можно разбить одно неравенсяноо по“ 
чденно на Оуюе, противоположное по смыслу первому, вслы весь 
частн положеизтельны: новое неравенство будеть одинаково по смысзу 
съ первымъ. 
* Вь самомъ дёлЪ, пусть вамь даны неравенства: 


а>ь с<а. 
Переписавъ эти неравенства в® вядЪ: 
«а>ь а>ь, 
заключаемь по 8 208-ку, что 
@>и; 


наконедь, раздфливъ обЪ части на с4 ($ 203), получим: 


ав 
“>а: ео. 


— 1688 — 


„Еслы въ четыре части отрицатиельны, зто новое неравенство 
будеть пию оке смысла, какь и второе. Въ самомъ д, перемно- 
жая ихъ; имфемтъ (& 208): 


ва <; 


а такъ какь сё положительно, то, дфия это послфднее неравенетво 
ва с4, получаемь: 


Нельзя дать общато правила въ другихь случаяхь. 


Ш. НЕРАВЕНСТВА НЕРВОЙ СТЕПЕНИ СЪ ОДНОЮ НЕНЗВЬСТНОЮ 


$ 210. Рьшене нераненства.— Неравенство съ одною нензвфетною 
считается ялервой степени, если оно можеть быть приведепо ЕЪ 
виду: 


аа Ь, 


тв а, В, а’, В обозначають данвыя числа, положительныя или 
отрицательныя. 


Чтобы римишть такое неравенство, собирають веб. члены, `с0- 
держанце неязвфетную, въ одну часть неравенства, а поЪ изафетные 
члены въ другую {$ 202): 


@—аз>ь— 


Далфе различають два случая: 


1) Если (@—@') положительно, то по ‘раздфлени на (а— о’) 
(8 203) имземъ: 
Ув 
ва’ 


2) Если (@--9’) отрацательно, то по раздёлеши па (а— а’) 
(8 203) будемь, напрочввь, нифть: . 
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Итакь, миюбы удоолетворить неровенству, достаточно взять х 
выше или ниже нткотораю предъла. ЗамЪтимъ, что этоть предёль 
ееть какъ разъ то значене для х, которое об части неравенства 
сдфлало бы равными. 


$211. Задача-_Приложемь наши разсужденя къ рвшовю слъдующей 
задачи: Деф точки А в В налодятся на разетоянёв 2е. Извъетно, что 
точна М убовлетаорлеть равенству МА -- МВ -- За, 30% а--данная 
длина, ббльшал, тьиь с. Спрашивается, ежу какиди  предтлльим 
ногузь чонтмяться АМ и ВМ. 

Предположимь что АМ>>ВМ. Обозкачаенъ ЛМ черезъ 2 и ВМ 
зерезъ у. Прежде воего, по уеловёю задачи, 


ау а) 


Далфе, чтобы треугольникь АМВ быль возможенъ, необходимо, чтобы 
каждая изъ сторонъ была меныше суммы двухъ другихт, т.-е. чтобы было: 


за уе. «ву. 


Первое изъ этахъ неравенствъ очевидно въ силу уравнешя (1); второе 
такще очевидно, потому что у меньше 2. Стьдовательно, оставтся раз- 
смотрьть третье 


«у. 2} 
Бели здёсь замвнить у его авачещемь (20 —5}, то это неравенство 
преобразуется въ такое: 
о 
откуда . 
х«а4е ^ (3) 
А у, равное (За — 2), станеть болье этой же величины, вели замвнить 
въ кей х черезъ (а-- 0), и ва столько боле, на сколько 2 менфе (а -+ ©). 
Саъдовательно, у должно быть” болфе Ра — (+ |. т.е. болье (а — 9). 
итакъ, 


ура-е е 


"Таковы искомые предьлы. 


УПРАЖНЕНЯ 


}. Доказать, что ередзяи ариометическая двукь Фложительныть 
неравныхь чисель боле средней пропорщюнальной между ними (ить 
средней геометрической). 


бт», Исходязь изъ неравонства (а — 5} > 9. 
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1. Даны два положительныхь чнела а и в, пре чемъ «>> 5. Вывести 
изъ неравенства . 


предьлы, между которыми доляно звключатьсн завченю х. Радикалы 
взяты со анакомъ --, 


0та. 2 должно быть или отрицательво, ним больше 6. 


“у 


ВТ. Доказать, что `д5 закочается нежду панбольшимъ и 


в, 
ваименьшимь иеъ чотырехь выражени Ув Ик Из Иа 


Отв. Доказывають это свойство для логариемовъ этихъ выражен п 
уже отсюда получають его, вакь сзъдотые, для самнхъ выражений, 


Ту. Доказать, что всегдь существуеть неравенство 


аа -- ва’ а”о" --... «Им аа. Уфа" +,.., 


еслл только ифть пропорщюнальности 


Отв. Сначала предполатають а, а’, а”, ..., 1,5, 2”,... положательными, 
н доказывають неравенство, возвышая об части въ квадратъ; затамъ 
обобщают». 


У. дожвааль, что 2°-- у" 24 — ху воегдь положительно, каковы 
бы ня бышы ноложительныя эначешя хи у. 


бт. Дия доказательства разлагають выражеше ха миожителел. 


Ут. Доказать, что 341 в°-- «> ааа 
положительныя или отрицалельныя, эваченя а. 


каковы бы ни быри, 


Отв. Тоть же способъ доказательства. 


УН. Доказать, что або >(@-+ 5—6) (@--—5)$--6— 9), каковы бы 
ни были положительныя веравныя часа а, В, с. 


Фть, Исходять изъ очевндныть неравенствь вида: д*_> а? — (5—с}. 


ГЛАВА СЕДЬМАЯ 
Изельдоване общихъ формулъ . 


1. ИзельдовлшЕ ОБЩЕЙ ФОРМУЛЫ РАШЕНТЯ УРАВНЕНГЯ ВЕРВОЙ 
СТЕПЕНИ СЪ ОДНОЮ НЕИЗВЪСТНОЙ 


$ 212. Общая формула, — Уравнене первой степени съ одною 
нензвёетною можеть содержать члены только двух видовъ: члены, 
куда входить неизвфетная, и члены, свободные оть нея. Сяёхова- 
тельно, поел приведешя подобныхь членовь въ каждой частв 
уравнешя самый. обиый видъ его будетъ слёдуюний: 


уд р 

ах ё=аж РЬ, <) 
откуда 

ежи в 


дВля же об частя на’ (а—а’), получаемъ формуау рёшеня: 
и - 


а-я" 


2) 


Однако, эта формула равносильна уравненю (1) тользо #Ъъ томъ 
случаВ, если (&— а') отлично оть нуля (8 124). 


$ 213. Изелфдоване формулы. — Когда а’ не равно а, формула 
{2) нредставляеть положительное или отрицательное число. иди 
нуль и, будучи подставлено въ уравнение (1), ображаеть, посзф вы- 
полненя соотеётетвующихь дЬйствй, каждую его часть въ одне и 
то же число. Итакъ, одинъ только случай, когда (а—а') равно 0, 
должно раземотрать 00060. При этомь можно сдфлать два предио- 
ложевя: 

1} (<—а'} равно 0, а ($—5) отлично оть 0. Формула (2) при- 
нимаеть видъ: 
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который не представляеть никакого числа. Если обратимся къ 
уравнею для истолковащя такого результата, то увидимъ, что 
при & ==а 
у ар ё а И, 

чего быть не можеть, потому что 5’ не равно 5. 

Итакъ уравнеше невозможно, в эта невозмовеность выражается 
ормулою вида: = 

2} @-®)я &%) одновременно равны 0. орала {2) при- 
ниизеть виды 


„9 

о 
который ве предетавляеть никакого числа. Обращаясь къ уравне- 
ню, видимъ, что оно принимаеть такой видъ; 


аа, 


откуда завлючаемъ, что уравнеше удовлетворяется при всякомь т, 


о 
эта неопредъленность выражается формулою вида: 2=-. 


Такизмь. образом, уравнеше первой степени съ одною неийзвфст- 
ною или имфеть рымев!е единствениое вн опредфленное, зли ве 
имфеть никакого, или, наковець, имфеть ихь безчисленное мно- 
эвество. 


Н. Полно ИЗСЛВДОвАНЕ ОБЩЕХЪ ФОРМУЛЬЪ РЬШЕНГЯ 
СИСТЕМЫ ДВУХЪ УРАВНЕНЕЙ СЪ ДВУМЯ НЕИЗВЕСТНЫМИ 


$ 214. Общи формулы. — Изийетно (8 143), что снотема двух 
уравнен Я съ 3-мя неизвфетными хи у жожеть быть приведена 
всегда къ виду: 


=е, 
Е °, } ау 


ат ьу 


Прныфнижь въ этой системЪ один изъ извфетныхь методовъ, хотя 
бы методь сложешя я вычитаня. Для этого умножаемь первое 
уравнеше на $’, а второе ив 5, и вычитаемь второй ревультать 
изъ перваго: 


выд, отраа-, 


— 178 — 
Наоборотъ, умноживь первое уравнеше на а’, а второе на а, в 
зычтя первый результать изъ второго, получимь: 


й ‚ . „ ас’ — са 
(в — ыунае — в, еек 
Итавъ, система (1) иифеть реше 
Дым ре 


Формулы (2) суть общия формулы рЫшёня. Ояф справедливы, 
до тБхь поръ покя (25’— и) не равно нулю: легко провфрить, 
450 въ этомъ случаВ онф, дЬйстветельно, удовлетворяють уравне- 
янь. 


$ 215. Правило составлен этихъ формулъ.— Не трудно сразу 
написать эти формулы при помощи слдующихь замфчанй: 

1) Чтобы составить ихъ оби знаменатель (а — №), пашуть 
одну за хрутою обф нереетановки аф и фа изь лвухъ букв чи, 
раздёляя ихъ знакомь —, и надь второю буивою каждой переста- 
НОВБИ ставять ' 

3) Чтобы составить числьтель каждой изъ формул (2), зам$- 
ниють зъ выражени (а — 7’) буквы, служащя козффищентами 
при опредфляемой некзвфстной въ уравнещяхь, соотвбуетвующими 
свободными членами. Такь, напр.; дяя получешя числителя фор- 
мулы, выражлющей зиачене 2, замБияють в и а’ соотьфтственно. 
черезь си, а для числителя формулы, выражающей значене у, 
замфняють фи В’ черезь сиг. ” 


$216. Путь при изслфдованм форнуль.— Если двучхень (а5’— бо’) пе. 
нуль, формулы (2) не представляютъ никакой «рулности; оф ‘для 
ди у даютъ внолнЪ опредЪфленныл значеныя. Система (+) имфетъ 
одно и только одно рнеше. Итавъ, наш остается непытать тотъ 
случай, когда а’ — 5 ==0. 

Предположямь сначала, что при существовазив такого равенства 
нн один изъ коэффищентовь а, В, а’, $’ ие нудь. Тогда это рв-. 
венство равносильно сл$лующему: 


т.-е, это кообфищенты яри объить неизаъотныхь, въ обшить урав- 
нещяжь, соотвзыиственно пропоригональны. 

Мы испытаемъ, что представить при такомъ предноложеня 
формулы (2), в постараемся истолковать полученные результаты, 
обративнгись къ уравкешямъ (1). 


$ 217. Теорема 1. — В» юмь случель, кода ай — Ба = 0 чиели- 
тели значений (2) для м в у вли зараз нули, или вы одинь изъ 
нидь не нуль. 


Для доказалельства замфтимъ, что услове аб’ — $4 


м 


слфдовательно, обозначая числителей х и’у соотьтетвенно черезъ 
М, и М, и замбняя въ первомь изъ вихь 5’ его значешеыъ, 10- 
дучаемь: 


Фуа _ Ца) 
а а а и 


Ме — в’ 


Но (и — ас’) есть не что иное, какъ чяслитель у съ изнфненнымь 
знакомъ; елфдовательно, 
$ 


№,=—— М, 
а 


Тавъ жакь ни 5, ни а не равво нулю, то отеюда заключаемь, зто 
есля №, нуль, то № также пуль; ебли же №, ине нуль, то 
„М, тавве не нуль. Теорема такииъ образомъ доказана. 

Отсюда вытекаеть, что значеня хи у одновременно прннима- 
С 


о 
зоть видфь —>, иле одновременно же видь 5 


5 


$ 218. Теорема 1.— Вь эжюмь случаю, кода а’ — м’ =0, урав- 
нещя (1} маи несовмьетны, нан калкдое нзь нить заключается въ 
друюмз. 

Для доказательстра подставимъ визето $’ его значеше во вто- 
ое изъ уравнев! (1); тогда получииъ: 


ау „ или ва -- ыгу = ве’. 


`. © 
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Сь другой стороны, умвоживь первое изъ уравненй (1) на а’, 
получинъ: 


аа’в + вау. 


Такижъ образом, въ этомъ случа, уравнешя (1) равкосильны 
Двумъ другим уравневяит, у которыхъ первая часть одна и 
та же, а вторыя части суть ае’и са’. СлЬдовательно, если ас’и 
‹а’ пе равны, то уравнешя несовыстны; если же ас’== са’, то 
они тождествениы. Итакъ, ‘теорема доказана. 


$ 219. Слдствя, — 1) Если ас’ не равно са’, то № не. нуль; 
елздовательно ($ 217), №. также ве пуль. Поэтому, если урав- 
ненёя (1) несовмистны, то объ формулы (2) принимають видь 
= Итакъ, этоть вифь есть символь невозможности. 


2) Ксли аб’ =’, то какъ М„, тавъ и М, {$ 217) равны нулю. 
Повтому, если казюдое изь уравненйй (1) заключается въ друюмь, то 


объ формулы (2) принимаютаь видь %- Итакь, этоть вндз веть 


символь неопредтленноетиь. 

Слфдовательно, система двухь уравненй съ двумя неизвзотными 
донускаеть или только одно рёшене, при томъ вполнё опредё- 
леняое, или же не допусвветъ никакого, или, наконецъ, дочусвветь 
ихъ безчисленное иножество. При этомъ изелёдозани мы предпо- 
лагали, что ни одинъ изь коэффищентовь при неизвфетныхь не 
равенъ нулю; намъ теперь остается разсиотрёть особые случаи, 
когла нфкоторые изъ нихь равны нулю при аб’ — 8’ ==0. 


$ 220. Случай, ногда одннъ изъ козффищентовь равенъ нулю при 
а’ — ба" . — Прехположинъ, что одновременно 


‚ бо; 


а — г 


отеюда вытеваеть, что фа’ —0, а это возможно или тогха, когда 
’ —0, или когха 5 = 0: 
1) При а =0 формулы (2) преобразовываются въ: 
—м 
0 9’ 


== 


Саяфдовательно, если с’не равно нулю, об онф принимають ввдъ 


о . 
271 а вск '=50, 00% он принниають ведь -. Уравнена въ пер- 
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вомъ случа$ будуть: 
а Ни= 


.-е. они несовифетны, такъ какъ 2-0е уравнеше при тавихъ пред- 
положеняхь невозможно. Во второмь случа выфето двухъ урав- 
нензй булетгь одно, потому что второе уравнеше становится тож- 
0 
дествомъ. Итакъ, внды 5 “о 10% которыми являютея здюсь 
формулы, служать бимволами: первый — невозмосюноеть, а второй 
неопредьленности, 
2} При 5—0, формулы преобразовываются въ: 


и — ев 
= 5, 


о 
6. 


й т 
т.е. если си’ не равно ©’, то у принеть вить 5. нежду тбмъ 


какь х сохранить виды 5. Это-кеключене изъ тооремы 8 247-гб. 


Зь этомъ случаВ уравнешя будуть: 


ат=е, “х=е; 


они водержать только одну неизвЪстную 2 и дают: 


в , ‚ 
при чежь ›„ не равно _, зав кавъ иваче са было бы равно &'. 
р 


Сл$довательяо, ‘уравненя несовиюстны: эта невозможноеть зыра- 
в 0 
экавтея здьсь одновременно двумя символами: 5" зо. — Ен 


й , 0 . 
же ие’—еа’, то 068 формулы прамуть видъ 5 а уравнешя приве- 
дутся къ одному: 


Эно уравнеще опредъаяеть значеше х, но значене у остается не- 
онредъленнымь,  Олльдовательно, здись-частная неопредьленности, 


о. 
выразеенная символомь 5: Слёдуеть зам тить, что этоть видъ 
приннизють 065 формулы, хотя значеше х-—внолЕё опредфленное. 


Эта чаеть изелфдовавя содержить две случая: 1) когда в0эф- 
фишенты при обзихь неизвфетныхь въ одномь и томь же урав- 
вени равны нулю и 2) когда воэффищенты при одной и пой же 
вензыфотной въ обоихь уравнешякь равны вузю. Намъ остается 
раземотувть лишь одинъ слфдующуй случай. 


8 221. Случай, когда при а5’— и’ — 0 нвэффищенть при 2 въ 
одномъ изъ уравиенй и ноэффищенть при у въ другомъ равны нулю.— 
Предположимъ, напр., что при а’ — =0 


а=0, И=0. 


Отсюда вытекаеть, что 6’ — 0, т.-е. что второй козффищенть при 
одной изъ нензьфстныхь также равенъ нулю. Пусть $ = 0. Тогда 
формулы преобразовываются въ: 


а уравненя будуть: 
0—6 але. 


Слёлдовательно, 1) если ни с, ни а’ ве равны нулю, то первое 


‘уравнене невозножно; эта невозможноеть изобразится здесь одно: 
временно двумя символами г и т. 

2) Если с нуль, то первое уравнеше обращается въ тожде- 
ство, второе же даеть вполиф опредфленное значене для 2; энсь— 
частная неопредъленность, выраженная символомь 2. 

3) Еели, навконедь, и’ = 0, то будетъ невозможность, хотя 06% 


0 
формулы примутЪ видъ ъ. 


$ 222. Табзица изолдовашя — Предыдущее изсяфдоваие можно 
сжато представить въ сяёдующихь таблицахь: 


иле, от и даче 
В рышене, 
Ё аа — вб' 
Е ав’ — га’ 220, «= У= —}; #е803- 
2 
ВН. а — м =0 можность, 
8 5 

{ а’ — св" —0, =. У; Авопредьяенность. 


ре 


; невозможность, 


=; ивопредъиеяность, 


ве’ — са’ 


у= ; невозможвость. 


у =3 ; частная неопредьлов- 
звоеть. 


=9, у=-—9"; невозможность. 
ати ” 


Чвотные случаи 
В 


$ частная пеопред®- 


ленность, 


© 0 
б›И=0} иововможноеть, 


8 223. Случай, когда с и с’ заразъ равны нулю,— Отдльно оть 
чхъ случаевъ, которые нами уже раземотрёны, разсматривають 
еще одинъ, когда оба изафстныхь члена, с и с’, заразь равны 
нулю. Формулы преобразовываются въ: 


Слдёдовательно, если а’ — $’ не равно ‘нулю, то #==0, 
у==0. Но если а’— МЫ’ =0, формулы принимають видъ: 
[ _ о 
о 
Чтобы истолковать эти результаты, обратимся къ уравнешямь; 
они въ этомъ случа будуть: 


== 


| 2 в =0, 
| из Бу, 
ар 
ъ ‚ 
им &—=— ру. 


Отсюда завлючдемъ, что если 2 ме равно г, т.е, сви (а — Вх) 
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не равно ную, то теля уравнешя не имтють друюю фющеная, 
проль 2=0; У--0. Но ели ВЕ, т.е, еды аб — 51-0, 
то каждое изь уравнейй заглючаетея въ друшмь, т.-е. будетъ не- 
опредъленность, выраженная символомь о. Сафдуеть замЪтать, 


что въ этомь ‘посльднемь случаль отноцеще меизвьычиныхь вполнть 
опредъленное: 


ИС 
а 


& 

у п 

31. КРАТКОЕ ИЗСЛЕДОВАНЕ ОБЩИХЪЬ ФОРМУЛЬ ЮЗШЕНХЯ 
СИСТЕМЫ ТРЕХЪ УРАВНЕН:Й СЪ ТРЕМЯ НЕНЗВЬСТНЫМИ 


$ 224. Обаця формулы, — Уравнеше первой ‹хепени съ хремя 
неизвфетными я, у, # можеть содержать члены только четырехъ 
видов: члены съ х, члены ет у, члены съ # Е извфстные члены. 
Сльхозательно, система трехъ уравненй можеть быть всегда при- 
ведена ЕЪ ВИлу: 


ай + фе =ь ] 
ша Нуса =, } а} 
а"® Ру Рем. | 

Для рышеня ея воепожьвуемея слособомь Безу {8 154): множимъ 


первое уравнеше на ^, второе на \’ и полученныя преизведешя 
вифстВ съ третьимъ уравненюмъ склахываежь по-членко; получаемъ: 


дах рае -- Фи Ку Ее 9 
Е НИ. @) 


Далфе, полагаем 
мех = о, 


отвуда 
г" 
Риты, 


подставляя этв значешя въ уравнеше (2), им яахохниъ носяб вы- 
полневя вовхъ вычислен!й: у 
Веры ме ыгови 
— абв" — ав" аб" — вы — $” 
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Педобнымь же путемь мы могли бы найти значешя у и #. 
Но гораздо выгоднёе замфтить, что если въ первойъ уравнения 
измвнить х нау у насих на х, а также в ка Ь, 6 нас ис 
на а, то это уравневе преобравуетея въ Фу -- сё + ах = &, т.е. 
оно не перемфнится. То же самое относится и къ двумъ другимъ 
уравнещяжь. СлЬдовательно, мы получимь значен!е у. еели сл%- 
лаемъ указанных перестановки въ формулф, дающей значене х, 
а едЪлавь тЬ же самыя нерестановки въ формул для у, иолузимъ 
значене 2. Замфчаемь при этомгь, что знаменатель не измфняется; 
система же рёшенй будеть такая: 


фк } 


гаи рые. 
араб ро ев" 


__ обе’ ат ве 
араб Ри" ее а" Фа, 
аа ве ге" 
абв" аб а — ве ры" а" '} 


(3) 


Эти формулы инЪють мфсто только тогда, когда ихъ общфй зна- 
‘менатель не нуль. Въ этомъ случа$ не трудно провёрить, что онЪ 
удовяетворають уравнешямъ (1). 


$ 225. Правило составленм предыдущихъ форнулъ.—Чтобы вали- 
евть ихъ обийй знаменатель, беруть двЪ исрестановки фи ба и 
помфщають въ каждой изъ нихь букву с послфдовательно справа, 
въ средитВ и слфна; такимъ образомъ получають: 


а, оф, саф и бас, Ба, ва. 


Далфе, въ важдой изъ вновь полученныхь перестановокь вадь 
второю буквою ставять одинъ значекь’, а надь третьею — два 
значка ”. Наконещь, полученнымь различнымь членамь придають 
попережфённо знаки -- в —, Тавъ составллетел общ знамена- 
тель Ш: 


= — ве {са ше реа" — фе. 


Можно еще и другимъ снособомъ составить этотъ знаменатель, 
Въ самомъ ДЕЛЬ, очевидно, что его можно представить въ таком. 
ВиДЪ: . 


’ р=ляфе — 0) + кеа — ве) + аи и), 
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сядовательно, онъ есть сумма произведенй, получаемых оть 
умноженя коэффищентовь а, $ с перваго уравненя соотебтствеино 
на разности ($'с” — 28”), (са" — ас’), (@"— а). А эти разности 
составляются изъ ‘произведей на хресмь къ двухь другихь урав- 
нешяхь коэффищентовь, взятыхь не при той неизвфетной, при 
которой служать коэффищентами соотьфтственно а, $ ис. Та- 
иниъ обравомъ, мы беремъ, располагая воэффищенты въ слбдующей 
таблиц: 


5. е, 
иг 


какъ нкожитель для коэффищента а, разность (#'” — сЪ"), 1; 
вакь множитель для козффищента $ — разность (е'а’-— ас"), 1Ж\ 
и, наконець, какъ множитель для коэффащента ‹, развость 
(шЪ — 54), Ж1. Необходимо выфль въ виду, что вресть, обра- 
зуеный ливями, соедяняющими множителей кажлаго ироизведешя, 
доаженъ начинаться поперехённо еъ лин, кдущихь въ разныхь 
заправленяхь, что и видно на щифровыхь фигурахь, стоящихь 
при разностяхь. 

Когда ‘обфй знаменагель уже составленъ, то изъ него позу- 
чають числитель каждой пежзвфотной, замВнян въ кемь каждый 
коэффищенть пря опредфляежой неизвфетной извфетнымь членомъ 
соотатетвующаго уравиенйя, т.-е. ставя &, А,” выфсто а, а, а”, 
если опредфлають 1; т же буквы выфето В, 5’, Ь', если опрехЪ- 
ляють у и вифего е, ©’, ", есля опредфляють в. 


$ 226, Изсльдоване— Если Л хе рапенъ чулю, снелема нмфеть 
только одно я притомь внолиф опредфленное рышене, выраженное 
формуламя (3). Поэтому остается раземотрьть хишь тоть случай, 
когла Р=5..Уравнеше (2), служащее послфдовательво хдя опре- 
дфленя значешй л, у и 2, даеть: 


Фх=т, Бу=я, Ш№-=р. 


Ольдовательно, еслу ПД — 0 в хотя одно изз ковичествь т, п, р 
хе равно нузю, то соотезутетвующие. уравнене невозножие. Система, 
поэтому, тоже. невозможна, м эта’ невозмоленоить виразится симво- 
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тв ; ней 
зомь 5; лодъ такимь видомь лвнтся значеше, по крайней мтрь, 


одной изъ неизвпетноть. 

Еёли же, наоборотъ, ‘заразь В —=0, т==0, п==0, р==0, урав- 
нен!я будуть удовлетворены, каковы бы ни были 1, у, 4; система 
‘’нановится неопредьменною, и эта ноопредюленность выразитея 


0 
символом >, общимь ддя воть треть неизвотниль. 


$ 227. Случай, когда вторыя части уравнеми (1) равны нулю. — 
Раземотримъ, наконець, случай, вогда предложенных уравневя не 
содержать ни одного члена, свободнаго оть неизвветныхь: тогда 
уравнешя будуть выражать зависимость между отношенями яе. 
извъетныхь. Для опредфлейя отихъ отношенй достаточно двухъ 
уравневй, такъ кавъ и неизвфотныхь станеть на одну меньше. 
Въ самомъ дл, нервыя два уравнешя 


м её = 0, 
а’ Е Бу ев ==0 


мы можемъ написать въ слёхующемь вид%: 


откуда 


Дополняемъ теперь эту послВднюю систему третькиъ уравне- 
Шемь; изъ полученныхь отношенй выводимь хи у въ завиенмости 
оть я и эти значешя подетавляемъ вивсто х ну въ 3-е уравнене; 
находимъ: 

Ф:=0. 


Итакъ, если Г) не равно нулю, то необлодимо, чтобы #==0, а 
зоба м 0, и у-=0. Это будеть рЕшешемъ въ данномъ случа. 
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Ели же р =0, то послёднее уравнене удовлетворяется при 
всякому 2; оио ееть слёдетые двухъь первыхь уравненйй: настаеть, 


© 
такимъ образомъ, неопредюленность, виражаеная символомь в 
хоторый превращаются общёя формулы; отнощещя же неизвьст- 


ныль остаются опредюденными. 


‚в 


ТУ. Изельдованте ЗАДАЧИ 0 КУРЬЕРАХЬ 


$ 228, Задача — Въ завлючеще этой главы мы приведемъ одну 
задачу: изслЬдоване ея рёшеншя будеть содержать въ себф вкратцф 
все изложенное выше. Вь ней мы найдемь замфчательное прило- 
жеше теорн отряцательныхь хколичествь, въ ней же мы встрЪ- 
тимся и съ радличиыми случаями невозможности и неопредёлен- 

` ности, о кохорыхъ было говореяо. 

Два курьера М и М’ пдуть по неопредъленной прямой ХХ’, въ 
направлещи ХХ’, во скоростями 9 и 5; курьера М преозжаеть въ 
зиочку А этой прямой Ё часами раньше, чьмь куръерь М' въ точку 
А’ на этой же анны, Розтоные АА’. Опремьзить точну 
астрьчи двуль курьеров. 


ра 


Искоман точка встрфчи можеть лежать или въ точкф В, вправо 
оть А’, или въ точьФ А’, межау Чи А', или, наконецъ, въ точЕЪ 
2’, вяфво оть 4; положене ея зависить оть чисель г, #', @, В. 
Итакъ, необходимо различить нфеколько случаевъ. 


$ 229. Первый случай. Пусть о > у, 4 > 8. Такъ какъ ктрьерь 
И пробзжаеть о километровъ въ чает, то въ  чабовъ онъ профдеть 
= километровь; слВдовательно, когда М’ будеть въ А’, М будеть 
на разетояня А оть точки 4. Такимъ образожь услоше 9 > 5й 
обозначаеть, что въ этогь моменть М пе будеть еще въ А’; онъ 
будеть позади М’; а тавъ вакь онь фдеть быстре послЬдияго 
(# >), то онъ ветрЬтитея еъ нниъ вправо оть 4’. 

Пусть В въ этомъ случа будеть точкою встрчи: нримемъ 
за неизвфстную разстояще 4’В==х. Курьерь М профажаеть раз- 


стояе АВ-а-х въ точеви пренени Я, ;вуруерь М’ про- 
Фажаеть разстояне 4’В-= х вы тезейи врохвик 5 „По условю де 
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задачи М изъ А отправляетен д часами раньше, чВмъ М” изъ А’; 
сяфковательно, М потратить больше времени на В часовь чвиъ М’, 
прежде чфмъ они встрфтатся въ точкё В. Отсюда составляемъ 
уравнеше у 


аа _ 


® 


0) 


При рЬшени этого уравневя переносимь вов неизвфетвые 
члены во 2-ую часть, чтобы намъ не пришлось имфть дёла съ 
отрицательными числами, и окончательно получимъ формулу 


= = 2—5) . (а) 
о—# 

$ 230. Второй случай. — Пусть у < и’, 4 < 2. Въ тоть моменть, 
погда вурьерь М’ прибываеть въ А’, курьерь М уже профхаль 
эту точку, такъ кавъ ой >”4, иначе говоря, онъ быль раньше въ 
точкЪ М’ и теперв находится впереди; а такъ жавъ онъ Фдеть 
ъмедленнзе М’(+<. 7), то поелфдай ето догонить за 4’ справа. 
Итакь, точка ветрфчи находится въ той же части 4’Х’ данной` 
прямой, какь н въ предыдущемь случа; поэтому, и уравнеше з8- 
дачи будеть тавое же (1). Но, чтобы избъжать отрипательныхь 
чисель, переносять при рёшенш этого уравнешя вс извфетвые 
члены во 2-ю часть и окончательно находять: 


„= _@. 
#—” 


® 


$ 231. Трей случая — Пусть ох’, @ <. Вь тотъ моментъ, 
когда М” прибывветь въ А’, курьерь М уже про®халь эту точку, 
чакъ закъ > 4; и такъ какъ послвдн деть къ тону же свор$е, 
то ветрчи справа за точкою 4’ произойти ие можеть. Въ такомъ 
случа встрЪча должна была произойти раньше раязематриваемато 
момента, влЬво оть А’, потему что скорости различны н чачало 
путя такъ же, какъ и конедъ ого, неопредфленно. При этом мо- 
гуть представиться два случая: или точка встрёчи будеть нахо- 
дитьсн между Ан 4’, въ точвЪ Е, или влЬво оть 4, въ точкВ А". 

Предноложимь свачала, что она находится въ А’. Назовемъ че- 
резъ х разетояще 4’, тогда разстояне АЕ’ будеть равно (@— 2). 
Чтобы составить для этого случая уравневе, мы будемь разеуждать 
ажь: в икоторый моменть курьерь М отправляется изъ точки А и 
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. . 8— 
профзжаеть разотояне АЯ” въ течене времени ——^; нъ конц этого 
% 


промежутка времени онъ встрёчаеть курьера М”, который, отправ- 
лянсь посл» ветрёчи изъ лочки В’, профзжаегь разетолне В'А’ въ 
‘течеши времени =. "Такииъ образожъ, котдаэтоть пося®лнй курьеръ 
прибудегь въ 4’, пройдеть времени ре + съ того момевта, 


канъ М отправился изъ А, Уравнене, поэтому, будетъ 


(2) 


Пусть теперь точна встрёчи будеть въ Н’. Обозвачимъ черезь 2 
разетояе 4’2”; тогда разстояне АЖ” будеть (2 — а). ЗАЪсь можно 
предположить, что оба курьера отправляются одновременно изъ 
точкв И"; курьерь М прЁзжаеть въ А по истечения пременя” #4 ‚8 
курьерь №’ прзжаеть въ 4’ по истечейи ъромени > = Азик КакЪ 


но условно задачи М’ употребить из такое пузетовиию Ъ часвжи 
болфе, чвиъ 2, то у насъ соетавится уравнеше 


8) 


Не трудно заыфтить, что уравневя (2) и (3) тождественвы, 
хотя Е НОдучевы 05 помощью разхичиыхь разсужденй. Въ самомъ 


дВяЬ, раздваия члены би у, мы 0б& уравнешя предетавямъ въ 
одЕомь и томъ же видь: 


Итанъ, когда точвв вогрфчя левить втёво оть А’, то гдЪ бы она 
ни находилась, ея положеше опредфлится изъ урзанешя (2), 
Собирая пря рышевм этого урзвнешя веф веизвфстные члены 
въ первой частн, вайдемь окончательно: 
9#— а 


в 


== 


$ 232. Четвертый случай — Пу о<и, > \. Въ хоть мо 
иевть, когда М’ уже прябыль въ А’, курьерь М еше не дофхаль 
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‚до этой точБи, такъ какь зд < 4; иначе говоря, курьеръ М позади 
М, и такъ вакъ онъ Фдеть медлениве, то вегрёчи вираво отъ А’ 
произойти не можеть. Въ силу же перавенства ихъ скоростей 
ветрфча должна была произойти раньше разсматривнемато моменуа, 
зафво отъ 4’. Поэтому уравнеяе задачи онять выразится уражне- 
н!емъ (2). Только пра рЬшеюи его вс ненанзетные члены пере” 
восять во 2-ую часть и овончательно получаютъ формулу: 


э(а — ®) 
ии ° 


Е 


[© 


$ 233. Изсльдоване.—Уравнеше (1) и формулы (4) и (1) отно- 
сятея въ т№жь случаямъ, когда точка встрЁчи находится вправо 
эть 4’. Но формужы (<) и (3) не будуть отличаться одна отЪ 
другой, если приложить сюда соглашеня $ 41-го, потому что каБЪ 
числителя, тавъ и знамеватели ихъ равны между собою численно, 
но противоположны по знаку. Поэтому формулу (3) можно отбро- 
сить и дли двухь первыхь случаевь разсматривать только одят 
форжужу (2). | 

Уравнеше (2) и формулы (1) и (5) прилагаются къ тёмъ слу- 
чаямъ, когда точка вотрёчи лежить влёво оть 4’. Но эти дв фюр- 
мулы тавже тождественны, въ силу тёхЪъ же сотлашев! 8 41-го, а 
потому можно ограничиться формулою (1) для двухь послёлнихь 
случдевъ. 

Сь другой стороны, уравненше (2) отличается оть уравне- 
вия (1) только перемВною знака при 2; формулы (а) и (5), имя при 
равныхь знаменателяхь числателв тоже равные, но противополож- 
ные мо знаку, также дають для х, въ сиху соглашенй (8 41), 
значения равныл, во противоположных по знаку. 

Слёдховательно, уравнеше (1) и формула (<), служелцая для нею 
ръшенемь, прилеваютел ко всьмь четыремь случаямь, ели только 
солласитася оточитывать вапво оть А’ ть длины, измпряемыя 
значещемь-х, бля которьжь ото погльднее выйдеть отримательнымь. 


$ 234. Особенные случаи. —Ло сихь порь мы предполагали, что 
52, а==%. Изелдуемъ теперь таже случаи, гд® эти неравенства 
переходять въ равенства. 

3. Нусть 8 =, вле равно у’. Формула (а) дветь: с-= 0;тее. 
что растонне: точки. зотрёчи: до точин” 4’ равно нуля, иля, Что 
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ОДНО И 10 же, оба кумера находятся одновременно въ А’. Можно 
сказать д руб, что такъ и должно быть, потому что пра в = 
хурьеръ М прибываеть въ А’ одновременно еъ М’; я зъ силу ве- 
равенства ихь скоростей они будуть находиться вмфетВ только 
ВЪ ОДНОЙ ЭТОЙ ТОЧЕЪ. у 

а 4 зе равю ой. Формула (а) дветь 


. Такой видъ есть снмволь невозможности (8 213); 


отсюда слфдуеть, что въ эмомь случаь курьеры нивода не встиль- 
этятея. Въ этомъ также легко убфдиться @& руогё, въ самомь дел, 
при & не равномь %# курьеры пе будутЪ одновременно въ точе$ 4’, 
п такь хавъ скорости ихъ одинаковы, то разетояще между вЕЖи 
всегда оставалось и будеть оставаться безъь изивненя, 


3. Пусть зарозь и =’, ий. Формула (а) дает: ==. 


Такой видъ есть обыкновенно скмволь неопред®ленноети. Можно, 
атому, ДУМАТЬ, ЧТО 4% эмомь сичат обл кумера вседо вме; 
но слфдуеть довазать это 4 о”, что, впречемь, ве трудно. Въ 
самомъ дФлЬ, при 4 —\ они будуть находиться выфетВ въ 
точк& 4’, & такъ какъ сьоростя ихъ одинаковы, то они веегда 
быля и будуть вывств, 

Такниь образомь, въ случаяхь даже особенвыхь, когда и урав- 
неще, и формула боже не существують, можно тЁ символы, съ 
Боторыми здЬев ветрЬчаемся, такъ истолковать, что пожучнит 
истинное рёшеше. 


$ 235. Мы не станемь продолжать изсябдоваютя этой задачи: 
сказаннаго довельно, чтобы намвтять дальнЪйний ход. Предля- 
гаемъ читателю слфлать к друмя презноложев:я: напр., что хурьерь М’ 
зъдезь въ наприлени оть Х’ къ Х, или еще, что курьеръ М при- 
бываетв въ А на В часовъ мознае, ЧВмъ курьеръ М” вЪ т098у 4’. 
Составляя непосредственно для даждаго изъ такяхЪ предиоложени 
уразнене к выподн формулу, служащую рАшешемь’ посхёдивго. 
веегда кайдемь, что уравнеше (1} я формула (о) бухуть прило- 
жЖЕмы, стокть только разсматривать как отрицательных т велн- 
чины, смыехь которыхь шомфненъ. на обратный. 
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- УПРАЖНЕНИЯ 


Е. Найти сооткошене между 4, В, 4 В’, при которомъ вырьжене 


имЪзо бы значеше, ве зазнеящее оть 2. 


ев 
а_в _ 
Ота. р рр Иша же ВО, В=20, . 
И. Найти` соотношеныя между 4, В, С, 4”, В, С’, при которыхь вы- 
в ВС . 
ражешю ре Ви ЕО НМЬо бы внамоще, по заяюолщее одновреисвто 


ни оть 2, ни оть у. Спрашивается еще, можеть ли это выражен быть 
везависимымъ отя одного только я, сохраняя ввою зввисимоеть оть у. 


а_в 


Отв. ЕР 


. Че можеть зависфть оть однохо только у, 


ПЕ. Найти такую арлеметическую прогрессво, въ которой существо- 
вало бы постоянное отиошеше между суммою < первыхь плевовъ и 
суымою &= следующихь зленовъ, при чемъ Х данная зеличина, в мо- 
жеть принимать воевозыожныя цлыя значеня *). 


- Отв. Безчиеленное множество подобяыхь прогресой. Разность изъ 
равна удвоенному первому члену. 


ГУ. Изольдовать формулы рышешя трехъ уравнешй съ тремя венавот- 
выми, Раззнчають спфдуюпие случаи: 


1. Два порвыхь уравнешя могуть быть несовмфстны, каково бы 
ви было зретье. 


те. Условя дия этого спучья: 


2. Два первыхь уравнешя могут быть несовыфетаы съ третьнмь, 


@тв, Для этого необходимо, чтобы оби знаменатель равнялея нулю 
и 310бы числитель одной наъ неизвЪетвыхь быль отпичень оть нуля. 


3. Два первытъ уравненя могутъ заключаться одно въ другомъ. 


те. Для этого иеобходимо, зтобы Е 8 


*) См. дьлье, главу о прагресчяхь (48 326—333). 
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4. Третье урвввеве можеть входить въ первыя два. 


отв. Для этого необходимо, чтобы общ эвамонатель и числитель 
одной изъ неизвЪстныхь равнялись нулю, 


У. Опредьдить асобходимыя и достаточныя усломя, при когорыхь 
задача $ 190-то о резервуарахь, напоияемыхь кранами и ложденъ, 
стала бы вевозножною иди неоиредьленяою, Эти условя выводятся 
а рн 


Юз 


0тв. Усломе невозможности есть. ==, и если, крозь того, вв — г, 
Е 


В 
> 
то авдача неопредфления. 


УТ Дана система уравневгй 


ес} 


апт е | @ 


и предположено, что 


аё- Зи, ] р 

фай. | 
Подотаваяя ати значены х и у въ ланвыя уразаеня, получаець двн 
урапневя съ неизьзотными Ги в. Лоназать, что знаменатель значешй 
я в, выводамыхь изъ получецыхь тавимъ образомъ уразиешй, веть 
проивведеше знамевателой, которые мы получаемъ, рьшая систему (1) отно- 
сительно 2 и у, & систему (2) относительно & п в. 


УП. Та же свыая задала отноентельно системы съ тремя неизьЪот- 
выми 


а, 


тдь предположено, что 


[) 


хора Инете. } 


Этн два упражаешя ничего другого не предетавляють, кромь про 
стыкъ повфрочныхь вычислен!@, 


КНИГА Ш 


Уравиены второй степени 


ГЛАВА ПЕРВАЯ 


Уравнешя второй степени съ одною неизвъетною 


$ 236. Общы видъ уравнены съ одною неизибстною, — Уравнене 
съ одною неизафстною 2 будеть уравкешемъ второй степени {или 
квадратным), если обВ части его, будучи цфлыми относительно х, 
содержать кзадрать нензявстной, но не содержать боле высшей 
ея степени. Слфдовательно, такое уравнеше можеть заключать въ 
себ члены только трегь видовъ: члены, содервале квадрать х, 
члены, содержануе первую стенень х, и члены, независянЦе оть х. 
Ноэтому, перенеся ве члены зъ первую часть ин соединизь въ 
одинъ ве члены, содержате и”, также въ одинъ-—всф члены, 60- 
держанце д, и также въ одинъ — ве извфстные члены, приведемъ 
уравнене къ общему внду: 


дай -е=0, 


тд а, ©, с-— данвыя числа, положительныя илв отрицательныя. 
Напр., уравнене 


2: р 
Зи. = 8 — 
О-В + 


15 


преобразовываетея нослфховательно эъ ташя уравнены: 


НИЕ. 
уу 


5’ — 304* + 1862 4- 182 — 360 —18=:0, 
— 25 2185—8378 =0, 
*— 218 + 318 =0, 
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Рьшеня уравнешя второй’ степени вазываются его хорнями, 
Коэффищенть д ве можеть быть равенъ нулю, такъ какъ тогда 
уравнене перестало бы быть квадратнымь, но коэффищенты В ис 
могуть быть равны нулю. Въ послфднемъ случа уравнеше прини- 
жаеть одннъ изъ двухъ слдующихь вяловъ: 


ай --е=0, а +ы=о 


и называется неполнымъ. 
1. Рашен!тЕ УРАВНЕН!И ВТОРОЙ СТЕПЕНИ 
$ 237. Случай, когда уравнеше — вида: 22’ -- «0. Ураваеше | 
а +е=0 (1) 


можно разематривать, хакт уравнене первой стенени относительно 
нензвфетной 2’, опредфляя которую, находимы 


= 


в 
Олзьдовеянельно, вели (-- 2) — положительное число, то оно пред- 
ставляеть квадрать нензвфстной, а потому х равно квадратном 
с ; 
кораю изъ (-- 5); этоть корень амфеть два значен!я (8 96), чи- 


сленно равныхь, но противопоаожныхь по знаку; слфловательно, 
уравнене иметь два рюценя; 


Если же, наобороть, (=) — сприцтельное число, то не су 
ществуеть ни положительнаго, ня отрацательнаго числа, квадрать 
Ботораго быль бы раненъ (-- 5) {$ 96); слидомимельно, уравневе 
(1)не цмметь рьшеня. Но всё-таки въ этомъ случа говорятъ, 310 
оно имтъетие два мнимыль корня, выражаешыхь формулами (2), 

$ 238. Случай, когда уравнене— вида: ол’-- 5; =0.-—Еесль члень, 
независимый оть 2, равенъ нулю, уразневе приметь видъ- 

ай 65-0, Це 
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или, послФ вынесения за скобли общаго иножителя 2, 


аз Р)ъ 0: 
Чтобы произведеше двухъ множителей было равно нулю, необхо- 
димо и цоетаточно, чтобы одинъ изъ множителей быль равен 
нулю; слёдовательно, рёшая уравненя первой стененя: 
д=0, ах --6==0, 


получимъ веЪ рЬшешя даннатго уравневя. Послфдья уравиея 
„дозвлетворяются соотвфтственно значении: 


“= ; (2} 
итакъ, давное уравнеше нлъеть два хорня, одинь изъ которыть 
вседа равень нумо. 


$ 239. Рышене полнаго уравнения, — Разсмотримъ телерь полное 
‘ураввеше 


ай -- 5х +е=0. 1) 


Члобы р5шить эхо уравнеще, приведемь его сначала иъ виду урав- 
веня (1) $ 237-го, первая часть которато есть полный квадратъ, 
содержаний нензифстную, а вторая — вполнф извфетна. Для этой 
ки умножаемь обф части на 4, на что имфемъ право по $ 122-му, 
такъ какъ а не равно нулю. Перенеся затВмь 446 во вторую 
часть, получимъ равносильное уравнене 


доз -- дафт == Час. 


Не трудно замфтить, что первая часть его представляеть два 
первыхь члена квадрата бинома Зах--Ь, хо полнатго квадрата 
котораго не хватаеть только &. Прибавяяя къ обфимь чаетамь 
уравневя по $". получаемъ: 


Ча’? - Чабх -- © = — 4ае, или (ах -- 6)" = — 4ас. 
Послфднее уравнен!в имфеть искомый видъ: ($ — 4ае} предетав- 
ляетъ квадратъ (2ах--5). Ольдовательно, ели вмраожеше (И —4ае) 
‘полооняйнельно, то (2а2--В) равно квадратному корню изъ него и 


будеть имфть два значеня, численно равкыхъ, но противополож- 
ныхь по янажу, те. у наеь получится безразаично: 


Зал += У —4а, Заз =Ь-фИЙ ие 
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Это — уравневм первой етепени, рёшивь кохорыя, получим: 


РИ ВИЙ 46 
28 ы 28.’ 


= 
Итак, данное уравнеше имтеть два улшеная. Этя два рёшешя 
обывновенио изображаютъ одною формулой: 


-6ИЙ-— ме 
Эа. у 


== {2} 
нопимал подь -- У 4ае положительное значене радикала, а 
подь —УЙ — 496 — отрицахельное. 

Ели, напротивь, (6'— 4ас) отрицательно, то УЙ —4ае въ 
силу нашихь соглатенй не предетавляеть ни положительнаго, пп 
отрицательнаго числа, и иредложенное уравнеше не илъеть ника- 
хо ръшеня. Однако, въ этомъ случаЪ товорить, что оно имъеть 
два мнимызть корня, изображаеныхь форкулою (2). 

Можетаь случиться, что (© -—4ле} равно нулю; тогда оба зиз- 
ченя ИЙ — 4ас призодатен жъ нулю; урвннене обращается въ 
елфдующее: (2х --5)'=-0, и оба корня прининаютъь одно и то 


Ольдовательно, уравнее ‘имтеть только 


одно уплиеще. Но и въ этомъ случай говорить, что уревневе имп 
ель дна корня, но только равныхть между гобою. 


$ 240. Уравнене вторвй степени всегда нифеть два яорвя, — На 
основана предыдущего заключаемь, что уравнеше второй степени 
выфеть иногда два. рфшевя, иногда одно, а иногда совеёмь не 
имфеть рёшенй. Но говорятъ, что овю всегда иифеть два рЬше- 
йа, которыя могуть быть вещественными и различным и, те ше- 
ственнымя я равными, или, наконець, инимыми. На первый эзглядь 
можеть показалься етраннымъ такое желаше утверждать, что во 
вефхь случаяхь, даже и тогда, когда нёть корней, существують 
именно два корвя. Но’это устаноалеще днухь корней и введевше 
въ вычисленя мнемыхь чнсель являются слфдетыемь духа 060б- 
щен1я, господствующаго #Ъ алгебр. ДЪйствительно, еслабы вяхъ 
ревульталовь измфиялоя выбстё съ численнымь значенемь буквъ, 
то было бы невозможно производить дБйствя надъ. бунвенными 
золичествами; пришлось бы постоянво раздфлять я подраздЁлать 
вопросы, чтобы парчи формулы, соотейстеррщя тому или 
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другому предположенНо. Введенйе отрицательныхь и мнямыхь чи- 
сель виЪеть цфлью устранвть это неудобство. Въ частномъ войрос 
введеше этихъ чисель не принесло бы НИРАЕОЙ польны, йо при 
общемъ изученя пфлаго влаеса вопроеовъ эти числа дають в03- 
можность выразить я доказать разь кавсегда правила и результаты, 
которые въ противномь случав потребовали бы довазательствь и 
формуль, различныхь дхя разныхь воиросовъ одного и того же 
класса. 


$ 241. Опредфлене мвимаго выранени. — Мяимымь выразюещемь 
называють, вообще, квадратный ворень изъ отрицательнаго числа. 
Оф этимь выражешемъ не слдуеть связывать никакой иден отно- 
сительно измфреня величинъ. Мниное выражене, завъ в отрива- 
тельное число, не нредставляеть никакой величины; но яВйстыя 
надъ мнимыми выраженяии тавъ же, какъ и надъ отрицательными, 
благодаря соглашеняиъ, привимають условный смыслъ и становятея 
драгоцжннымъ бсредствомь для обобщешыя. 

Первое изъ солащенй состонть в5 том», что квадрать выра- 
женя У—А равен — А. 

Дая опредиденя друшхь бъйств солашаемся притьнать къ 
мнимымь вмражеямь веть правила, доказанныя оообще дая веще- 
ственныхь холимествь (вещественными называются положительныя 
и отрицательныя числа). 


242. Видъ мнимыхъ корней уравнешн второй степени, —Мнимые 
корни уравкешя второй степени, на основанзи предыдущаго, будуть 
выражениями ввда А -- ИБ, гяь В положительное число. 0бо- 
звачивъ квадратный корень изъ В черезъ $, такъ что В=, мо- 
жемъ разсматриваемое выражен нанисать сяфдующимь образомъ: 
Ау -#, ва УРХС 1. Такь какъ мы согласились 
прилагать къ дйстыямъ надъ мнимыми выражешяии веф правила, 
допазанныя вообще для вещественныхь чиселъ, то можемъ, поэтому, 
вывести изъ подъ знака радикала множитель 5, какъ будто бы 
мы извлекаемъ корень изъ положительнаго проязнеден!я. Такимъ 
образом, разсиатраваемое выражеше представимь въ видь: 


А-ьу —1 


Подтому, въ мнимое выражеше войдеть только одвнь мвимый 
множатель У — 1. Его опредфляють, говоря, ‘что явадрать его 
равень —1. 
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Вообще, какъ мы сказали, правиля, доказанных для веществен- 
ныхъ чиеель, будуть служить для мнимыхь выражен! онредвяе- 
в!ями дфйствй, которыя до введешя онредфяенй не ныфли бы 
викакото емысла, у 


$ 243. Правило, — Формула (2) даеть, во всёхъ случаяхь, корни 
уравненя (1). Опа показываеть, что для молученя ить надо взять 
хоэффишенть при д съ обратнымь знакомь, прибавить къ нему (для 
получен я одною корня) и вычесть изь нео (для полученя друшю 
корня) кнадратный корень изь разности между нвадратомь этою 
козффиента и учетвереннымь произведещемь козффилиента при 2* 
на чиень, незевисний оть 2; намонець, полученные результаты 
ралдълить на удвовиный коэффишёенть при д”. 


$ 244. Упрощене.— Иногда какъ эту формулу, такъ и выражзеное 
ею праввло легко упростить. В 
1. Часто воэффищенть при 2' бываеть равенъ единицЪ; къ 
такому виду мы даже всегда можемъ привести квадратное ураз- 
вене, раздьливъ об% его части на а. Уравнеше прининаеть тогда, 
иль: 
2 -- р ао. [6 


Можно вепосредственно рить это уравнене, перенося 4 во вторую 
г 
часть, прибавляя затёмь къ обфяыь чвстямъ по * в изъ ноду- 


ченныхь результатовь извлекая квадратвый корень, какъ 270 мы 
сдьлели въ 8 239-мъ. Но проще вывести новую формузу азъ фор- 
мулы (2), полагая иъ послфдней а==1, В==р, с==4; формула 
приметь вилы: 


ван, посл® раздфненя радикала на 2, 
—— йе 
а =/ 


Сл®хуеть запомнить посяфдиюю формулу для тфхь случвевъ, 
когда @ == 1. Она пожазываеть, что длд уъшенщя уравненл (3) надо 
взять половину козффишента при л съ обратиымь знакомь м затьмь 
прибавить и вычесть послидовательно квадратный корень изь раз 
ности между квадратомь этой половина м шэвъетнымь членомь. 

.- . 13° 


4) 
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2.. Можеть случиться, что коэффищенть & пря х — четный. 
ели мы множитель 2 внедемь явно, полагая 6 — 24, то уравнеше 
(1) иринеть видь: 

а + 2х + ве=0. (5) 


Это уравнен! можно также рынить непосредственно но методу 
$ 239-го, умновивъ обё части на 4 и еоставивъ въ первой части 
квадрать выражешя (ах --`#). Но проще положить въ формуль 
{2) = = 26, посл чего она приметь видь: 


И Чи 
24 ’ 


или, по раздёленн зислителя и знаменателя на 2, 


ИУ-ш 
——“. 


#= {6} 

Такимь образомъ, для нахожденя корней въ эпомь случаь надо 
езиь половину кооффишента при х съ обратнымь знакомь, приба- 
вить и вычесть квадразиный корень изь разности между квадратомь 
этой половины м произведещемь козбфицента при 1Р на член, 
незенеящй оть 2, м раздьышинь полученные резульвитны на козф- 
фишенть при д’. Веерда слфдуетъ пользоватьен этимъ упрожененъ, 
котда представяяетея къ тому случай. 


$ 245. Призошени. —1. Пусть дано уравнение 


22—12 10==0. 


Имфемъ: 


2. Дьно уравнение 


РЪшая его, нвходимт: 


3. Дано уравнеще 


Та 1343 =0 


'Имфемтъ: 


4. Дао уравненю 


Имъемтъ: 


спъдовательно, уравиенёе иметь раввые корни. 
5. Дано уранненю 
28 — Их 0=0. 


Рьшая ого, находимтъ: 


„ии 


|. 
2.90 _ пу, | 
| 


сльдовательно, корви уравнени-мнихые, 
6. Даво буквенное уравнеше 
. шие а,Ь 
та Ра а. 
свободивъ уравневе оть знаменателей, перенеся вс члены въ одну 
засть и одвлавъ приведеве подобвыхь членовь, находимт: 
(9—6 — (@-- Ха хаба 35 =0, 

откуда 
Ро даа Е Ща — 62 
3—5: ` 


инь У 


изн 


аи у@- 


Виза | 
За . 


ж= 


П. ИзсяедовлитЕ ФОРМУЛЪ 


$ 246. Случай, когда корни вещественные и неравные. --- Мы” эи- 

дЪлн, что уравневе (1) имфеть два вещественныхь и различныхь 

корня: 

и Нч Ид 

„ вм ВИ 
3а . ра 


есдя (5 -— чае: ‘подожвизельно. 
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Всегда можно принять, что @« ноложительно, такъ кавъ, въ 
противвомъ слузаВ, измфнивь знаки у вебхъ чхеновъ уравневя, мы 
всв-же сдфлаемъ вкоффищенть ири 2 положительнымь. СлЁдова- 
тельно, знаменатель обоихъ корней можно считать положительным, 
а потому знакъ важдаго изъ корней одинановь со знакомь его 
числителя. 

Членъ с можеть быть или ноложительныхт, или равнымь нулю, 
или отрицательныыъ.. Фреди с мозодеительно, то (5? — 4ае) меньше $*, 
8 потому ИР — 44е неныше абсолютнаго значешя $; сяфдова- 
тельно, знакъь числителей одиваковъ со змакомь члена (— В): въ 
этомъ случа оба корня ммьють одинь и тоть же знакь, одина- 
ковый со знаком (—Ь). Ели с отрицательно, то (® — 4ае) 
больше $", т.-е. радикаль больше абеояютнаго значентя количества, 
предшествующаго ему; позтому, знакъ важдаго радивала будеть 
въ то же время и знакомъ соотвЪтствующаго числителя: сиздова- 
эзлельно, корни импють противоположные знаки; и нвнбольшимт, по 
численному звачевю, будеть х’, вели В положительно, и 2", ееаи 
Ъ отрицательно. Наконець, ° въ этомь - обобенномь случает, кода 
= 0, радикаль У — 44е равенъ абсолютному значен!ю 5; слфдова- 
тельно,” —8 из" == 0, весла В положительно, и х’ = 0, х =— ь , 
если $ отрицательно. 


$ 247. Случай, когда корни вещественные и равные. — Если 
|" — 44 =0, то, какъ извьетво, каждый изъ корней равенъ одному 
ь 
и тому же количеству (-- 2) ; смьдовательно, корни изоьють знак, 
противоположный знаку В. 
Замфтимь, ч1о въ э10мь случа общее ураннеше (1) можеть 
быть написано тазимъ образомъ: 


[о р): 
2 8 = 
а ра + 7 —0, или и (=+ р 0. 


Первая часть этот» уравненёя есть полный квадрать, улноженный 
на а. 


$ 248. Случай, когдя норни мнимые. — Если (5°— 442) отрица- 


какь извфетно, корни — мнимые; положивъ — 5. = 


тельно, $ 
; а 


=}, мы можемь представить ихъ въ видь: 


=а-вУ 
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Въ этомъ случаВ первая часть уравненн можеть быть приве- 
дена къ виду, замётить который весьма понезио. Въ самомъ дл, 
очевидно: ° 


5 е М И е 
а и 
Но три первые члена вь скобкажь составляють ивадрать выражешя 
4ас — 5 


дет 
аввег можеть быть представлено эъ вид: 


; сувдовательно, 


( &- =) а два послёдн!е приводатся къ 


4 — 


ое 


4ае — 
А такъ кавъ —_ 
44% 


ематривать, какъ квадрать квадратнаго корня изъ него же; значить, 
можно налисать: 


положительное число, то его можно раз- 


ен” 


Такимъ образомъ, первая часть уравненя есть произведене суммы 
хвадратновь двухь вещественныхь выражен на а. 

Этотъ виль ясно показываеть, почему иъ этомъ случав урав- 
нене не инфеть никакого рёшеня: въ самомь дЁлВ, ии при Ез- 
комъ положительномь или отрицательномъ значеши х первая часть 
уравнения не можеть обратиться въ нуль. 


$ 249. Таблица изсльдованя,—Предыдушее изсяёдоване можно 
сжато представить въ ел6дующей табляцф: 


$ < 0, два половительныхь вория, 


* — 
в — 4% > 0, > ‹] > 0, два отринательныхь кория. 


2 веществен- 


$ 
нЫхЪ и ве |2 о{ одинъ корень равенъ нулю, другой = —- 
разных “ 
корня. < °{ два корня съ различными знаками. 
$ — 46 =0, 
2 венкествен- 


| первая часть уравневи пред- 
За. \. етавляеть полный квалратъ. 


выхъ и рав- 
ныхъ корая. 
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й — 46 < 0, и =а—в У—1 [ первая часть уравнешя пред- 
2 мнимыхь . . —_ ставляеть сумму двухъ квадра- 
корня. (7—8 у! товъ. 

$ 250. Замфчане.—1. Если а и с-—с® различными знаками, го 
корни всегда вещественные: въ этомъ случаф (5° — 496) представ- 
днетъ еумму, всегда положительную. 

2. Чтобы корни различались между собою только знал, не- 
обходимо и ‘достаточно, чтобы $ = 0. Въ самомъ двяф, если в их 
представлають два корня, то у Васъ должно быть одновременно: 


ыы ето 
ча" — да Ре = 0, 


откуда посредствомъ вычитаня выводимъ: 


25% =0; 


или, танъ кадъ а не равно ную, 
$—=0. 


Это уедове, очеввдно, и достаточно, 
1. Свойствл коРНЕЙ 


`$ 251. Теорема |. — Сумма корней квадратнат уравнен{я равна 
частному съ обратнымь знакомь оть дъаещя коэффищентя при х 
на кооффиценть при 1”. 
Вь самомъ дЬяЪ, складывая формулы (2) 8 239-то, получаемъ: 
и В 
ЕЯ + =, а) 
$ 252. Теорема И.-— Произведене корней равно частному оть 
дтленя изоъстнио члена на козфуииенть при 27. 
Въ самом дЬлЁ, перемноживъ по-членно ть же формулы (2), по- 
лучимь: 


{—5-- Ий— 490 —Ь НИ и 


ги“. 6) 
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$ 253. Заибчане. —Этя деф теоремы можно доказать & риюя?. 
ДЬйствительно, если х’и х” представляють корни уравненя 
ад? - бе Бе=0, 
то у чась будуть тождества: 


аа е=0, 
ах" Нах" | е==0. 


Вычитая по-членно нижнсе тождество изь верхняго, получаем: 
#2? — 1) + г — м) =0; 

`разязливъь же ‘полученное равенство ва (х’— 2"), мы можемъ на- 

писать: . 


а( г) + Ь==0. 


откуда . 
ии в 6) 
Е =—=. 

Замфияя въ первомь изъ предылущихь тождествь $ выражещемт, 
— (= + =), имфемь: 


ат — аби ние = 


эткуда 
в.в 
в" ==. {2) 


Эти дзф теоремы очень важны по многочисленныхь иризо- 
зевимь, на нёкоторыя изъ которыхь мы теперь и укажемъ. 


$ 254. Разложене первой части нвадратнаго уравнемя на множи- 
телей первой степени, — Если 2’и д” корни уравкешя 


вай вв -е=0, @) 
то шо $ 253-му 


{= 


Раздёливь 06% части уравненн_(1) ва а и заиёнивь 1 < ихь 


предыдущими значешями, мы первую часть предетавимь въ ведь: 


ити т, 
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Ели, ЧТО то же. самое; 5 ВИД: . 
(е-—)—2). 


Тавикь образомт, первая часть квадуатноито уравненя, представ». 
чемито подь видомь: 
це _ 
| я? + === 5, . 


есть. произведеще деужь биномовь нервой степени, равныть избит» 
хамь количества х надь каждымь изь корней. 
`Ески данное уравнене имфеть видъ: 


ал? На + е=0, 


то предыдущее разсуждеше можеть быть приложено тольхо поел 
раздъленя уравненя на в; и, слёдевательно, до дВлешя первая 
часть даннаю уравнещя равна 


ат же — а"). 


5 256, Разлощеню трехчлена второй степени на иножителей первой 
степени. — Предыдущая теорема непосредственно прилагается къ 
разложению трехзлена второй стенени, но разложеше это можно 
произвести и прямо, съ помощью совефиъ другого према. 


Вь самомъ дёлЬ, имфемъ тождественно: 


а 


а-я ре Чиа } р «+ 8 | @) 


[а 
замфнивЪ же здесь {= ) разнымь ему тождественно выраже- 


немъ: 
а 
= у ар 
предетавимъ разсматриваемый трехчлент въ вид\ произведена & 
на разность двухъ квадратов: 


«Ни 2-Я. 
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А такъ Баку разность двухъ квадратовъ равна произведено сумиы 
основашй на ихъ разность, то предыдущее выражеше, равносиль- 
ное 4 9х -- с, можно переписать въ слёдующемь видЪ: 


ге 2 ГА РОСИИ ЕЛИ 
ИТ 2 па! 41 в} 
или, зто одно и то же, 
«( НУ “(. =о-и “., 
за ’ 


послЪдинее выражене, очеввдно, совпадаеть съ найденвымъ выше: 
ах — 1) — т’). 


Эта формула, какамь бы образомъ она ни была получена, оче- 
видно, приложныа къ случаю, вогда д’ и д”— мниные ($ 241); 
но тогда оба множитея, (1—7), (#— 2"), ве имфють викакого 
ариеметическаго значевя, в намъ не представится случая восполь- 
зоваться ими. 

Обывновенво, корнями трегчлени ах’ -- фл -- с вазывають тавя 
числа, воторыя, будучи подставлевы выЪфсто 2, обращають трех- 
членъ въ нуль, т.е. корни даннаго трехчлена суть корни уравненм 


а -- 5-е = 09. 


Поэтому, чтобы разложить трехчяень на множитеей первой 
степени, налодять ею корни, каждый изь ниль вычитають изь хи 
произведене полученныхь разностей умножанть на а. 


$ 256. Заднча.— Свойства корней, изложенных въ 8 253-мъ, не- 
посредственно дають уравневе 2-ой степеви для рышешя слЪ- 
дующей задачи; Найти деа числа, зная ить сумму и произведен. 

ДБйствительно, пусть 5 есть сумма двухь чисель, а Р-ихь 
вроизведен!е; эти два чнеда суть корни уравневя 

2—5 + Р-=0, 

такъ вакъ сумма этихь корней равна 5, а проязведеше равво Р. 

Къ тому же, легко представить уравнене въ тавошь видь, что 


можно будеть выяснить 4 р’ смысль этого явлена; въ самоме 
дЪлЬ, уравнеше можно написать табу: 


.Р-- 8-м, ви Р-= 5—2); 
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откуда видно, что рАшить это уразвеше значить найти. два числа 
хи 5— =, произведене козорыхь было бы Р, з сумма 2-- 5—2 
равнялась бы 85. 


$ 257. Опредблеше, & рог, энаковъ корней.—Соотношенн, даю- 
ния сумму и произведеше обоихъ корней ($ 253), дають воз- 
можность опредфлить ихъ знаки, не рЫшая самого уравненя. 


Въ самомъ дёл, знакь произведешя корней рю покажеть, бу- 
дуть ли корни одного знака, или же различийкь. Въ первомъ случаь 
ло знаку суммы корней — 2 опредфлимъ, будуть ли оба корня 
положительны, или оба отрицательны. Во второмъ случаф, когда 
одинъ корень положитедент, а другой отридателенъ, знавъ — 2. 


будеть одинажовь ©0 знякомъ того корня, абсолютная велячина 
котораго больше. Тавъ, напр. корни уравненя 


я — 5 —4=0 


будутх различныхь знаков, потому что ихъ произведен1е равно — 4, 
и положительный корень по абеолютной величинв больще, такъ вакъ 
сумиа корней положительна и равна 3. 


$ 258. Заифчане, — Прюжде чюмь яриламить предыдуния пра- 
вила, надо убъдитьеся, что корни вещественны. Раземалривая, вар. 
уравнене 
2—3 10=0, 


мы о $.253-му пришли бы въ заключению, что оба корня подо- 
жительны, такъ каЕъ ихь произведеше 10 и сумма 3 представляють 
положительныя числа, а это’въ даннохь случаВ не имфло бы 
емысла, потому что вырашене (5’— 446) равно здсь —51 в 
корни —мнимне. 


$ 259. Задача-—Теорема 8 255-10, которою, къ слову сказать, 
поетоянно пользуются въ анализв, даеть возможность непосрел- 
ственно рёщить сл®хующИй вопресъ: составить уравневе второй 
стенени, корни которо были бы равны даннымь чиоламь в и 3. 
Иекомое уравнеше, очевидно, будетъ. 
еб —=0 ша Ио; 
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при этомъ & 2740": видно, что первая часть (1 — ах — В), д8й- 
ствительно, обращается въ нуль пи х=а и #= Также 
ввдно, что козффищенть при х равенъ суми% корней, взятыхь съ 
обратнымъ знакомъ, и что извфетный членъ ранен проязведеню 
корней. 


Принфры: 1) Составить ураенене оторой степени, корни вотораго равны 


2+ Уз н 2- Уз 


Сумма коршей: 


„2+ УЗ Уз 
произведене ихъ; 


@+у32-уэ 
Сльдовательно, искомое уравненде: 
28 —451=0. 


3) Уравнен!е второй степени, орны котораго (а 5) и (@«— В), имфеть 
виды: 


2аг + а— в 
ТУ. Изсладовлнте ОДНОГО ЗАМВЧАТЕЛЬНАТО ЗАСТНАГО СЖУЧАЯ 


$ 260. Случай, ногда а — 0.— Если предиоложать, что въ урав- 
неви аа’ -- 6х --с==0 возффащенть а равенъ нужю, то формулы 


УР 4 


| 
г [у ‚1 


примуть видь: 


иначе товоря, если $ положительно, то 


— 


о 


а если $ отрацательно, то 
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Такимъ образомъ, одинъ изъ корней принимаеть неопредёленный 
вЕдь, а другой безконечный. Съ другой стороны, разсматривяемое 
уравнене при в —0 обращается въ 


$; е=0; 


это — уравнене первой степени и иыфеть только одно рен: 


в 
"= 
„Итакъ; въ этомъ случа общин формулы, повидимому, не икфють 
ыфета. т’ 
Предварительно зажтимь, что еслибы это действительно было 
^ тавъ, то все же ничего нельзя было бы возразить противъ разсуж- 
ден, приведтихь къ такому результату, потому что ови велись 
закъь разь при томъ усяови, что а не равно нулю ($ 239). 
Одкако, такь вакъ значеня д’ и 2” удовдетворяютъ данному 
уразненю при всякомъ в, то, когда а стремится къ нулю, одно 
изь нихъ должно приближаться къ ртеню уравненя 


Не =0. 


. о 
Очевидно, что это есть корень, принимакий вадъ 5. Въ самомь 


дЬлЬ, разсмотримъ для опредёленности частный случай: напр., 
когла 6 положительно. Тогда умножая числителя и знаменателя 


дроби 


;ОВ-Ий ве 
32а 


на выражене (—Ь-- УМ -— 446), ве обращающееся въ нуль при 
а=0, иишемъ: 


„ИИ 
28( —5— У 


Е 


„въ числитель стоить произведеше сумиы (—5--ИЙ- ее) двухъ 
чиеелъ на ихъ разность (-&—И5'-—496), что даеть разность 
жвадратовъ этихь чисель, т.е. будеть: 

Иа. _ 
77 з-в И —4ае} 2 


Ел 
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отсюда видно, что когда в стремится въ нулю, х” приближается вЪ 
2с Я 
— слижи, что то же самое, — =. 
7] х $ 
Что ве касается значення х’, то, очевидно, оно увеличивается 
безпредфльно въ то время, кавъ а уменьшается, потому что числ“ 


тель стремится къ — 25, а знаменатель къ нулю. ‘ 
У. РешевЕ УРАВНЕНШЯ 027 -- 65 --с-=0, ЕОГДА @ ОЧЕНЬ МАЛО 


$ 261. Величина порней, — ли а очень мало сравнительно сь 
фи с, то один изь корней очень мало отличается отъь — 5. а д 
зой чрезвычайно великь. Это предложеше, очеведныо, звытекаетъ 
изъ того, что, когда а стремится въ мулю, одинь изъ корней стре- 
мится въ — 5, а другой безиредфльно возрастаеть ($ 260). 

Въ этомь можно убфдиться, представляя разсматриваемое ураз- 


нене въ видё: 
4+9 


ДЬйствительно, такъ кавь вторая часть очень маля, то удовлетво- 
рить этому ‘уравнению можно, придавая х тёко значееще, чтобы 
одннъ язъ множителей въ первой чаёти сталь бы очень маль, а 
друтой не сдёлалея бы въ то же время очень великь. Для этого 
доетаточно выбрать ‘для х очень большое значеше, такъ какь тогда, 


1 её 
множитель -будеть очень малъ, а иножитель ($ -- >. будеть. 
незначительно отличаться отъ 5; или же можно взять для 2 зна- 


. в 
чен!е близкое 5—5, чакь вакь тогда второй множитель едё- 
лаетея очень маль, между тёмъ вакъ первый будеть незначительно 


$ 
отлячелься оть —^. 


$ 262, Неудобство обынновенныхь форяуль. — Общая формула 


выражающая корви уравнешя ал’--55--е==0, малю пригодна 
для чиоленныхь вычноленй, когда коэффищенть а очень ‘маль 
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‘сравнительно съ-Ъ и с. Въ самонъ дЬлЬ, понатво, что, вызисливь 
съ прибляжещень У 4ас и раздВлавь затбыъ результать на 
3а, мы въ 10 же время раздёлимъ и ‘ошибку, которая отъ этого 
зназительно увеличится. Итакт, надлежитт въ этомь случав пре- 
образовать формулу для корней. 


$ 263. Вычиелене` наиженьшаго изъ корней, — Займемся только 
ТЬмъ корнемъ, который мало отличается: отъ —=. Другой 
корень опред®лихся потомъ безъ труда, такь какъ сумма обоихь 


корней извфстна и равна = 
“ 


Изъ уравнешя 


а ы-е=0 
выводимъ: 
е а 
в. а) 


Но предположению же а очень мало, а хи $ не очень большя и 


„ в 
не очень малыя числа: слфдовательно, значеве - очевь машо; 


лоэтому мы можемъ имъ пренебречь и принять за мервое ири- 
ближене 


(2) 
а 
При этомь мы дёлаемъ ошибку, ‘равную Е ; она содержить мно- 


вителемь первую степень а; поэтому говорять, что ошибка. есть 
малая величина нерваю порядка. 


Ё 
Обозначал черезь «‚ ошибку, при 2—— р, ны ножемъ точ- 
ую формулу получить тогда въ такомъ видЪ: 


с 


$ 


+= (3) 


Поелф подетановки эгого значеня во вторую чаеть уравневня (1} бу- 
демъ им\ть: 


ев в уу с 9, 90а 
а=-- ++) НИ 
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отбраеывая во второй части урет!й и четвертый члены, содержалце 
множителямя аа, и аа’, получимъ, какь второе приближене, 


2 
=, =— + к <) 
Такъ какъ а, — перваго порядЕа относительно &, то’ аа, и ва," ©0- 
отвфтотвенно второго и третьяго порядка относительно того же а, 
т.-е, они содержать нножителями соотвётственио а*’и а; поэтему, 
зторое приближеше, выражаемое формулою (5), даеть ошибки 
только второю порядка. СлЁдовательно, если мы положимъ 


а, 5 


то а, въ этой формул будеть малою величиною зторого порядка, 
нначе говоря, выражение для а, будеть содержать мвожителемь д". 
Порставивъ во вторую часть формулы (1) значеше х п фор- 

мул8 (6), получииь: 
ва 


п-т 


$ + =), о 


вли, по раскрыти спобокъ, 
И . 
руны) © 
Тажь какь — вторбю порядка (1.-е. содержить множителенъ 2’), 
то аа и 5 будуть соотвётетвенно третьято и патаго порядка. 
Ноэтому, если ны отбросниь члены, содержанце этихь множителей, 
который, какъ членъ третьяго порядка, тоже 


а также членъ к 
ить основашя сохранять, то у наеь получитен, какъ зиретье 
приблаюжеше, 


ор: — (3) 


сдёланная ошибия ве болфе, как» третьто порядка. Эти разсуж- 
девя мы можемь продолжить кавъ-угодно далеко, 


$ 264; Замёчане. — Формулы для посдиьдовотельныть прыбли- 


эеенй? 
776 са 62706 р 
ие. я ЕТ 


и 
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уловлетворають тЁнъ услощамъ, о соблюден которыхь всеуда 
надо заботитьея въ системф ноелфдовательныхь прибвиженй: 
. СЪ Каждое приближенше получается изъ предыдущаго посред- 
ствомъ прибавлевя члена поправки. 

3. Ошибка, появляющаися посл» прибавлешя каждаго изъ чле- 
новъ поправки въ отдЬльности, всегда очень мала сравнительно съ 
прибавленнымъ членомъ. 


© 
Джйствятельно, полагая и 


дВлаомь ошибку, сохержа- 


_ъ, 
щую иножителемь а, и сл®довательно, очень малую сравнительно 
в 
«—. 
ь В а 
Полагая х — — ты, дфлаемъ отибву, содержащую инони- 


телемъ а*, и сяздовательно, очень малую сравнительно съ Туз Ет А. 


На основан и этого замфчаня, чтобы знать, будеть ля полу- 
ченное значене больше или меньше истиннаго, достаточно испытать 
знакь непосредственно слфдующаго члена поправки. Если этотъ члейь 
положителень, то, принимая во внимане, что онъ превосходать 
сумму вевзъ слЬдующихь 38 нимъ, завлючнеит, что ошибка ноло- 
вительна, а потому кайденное значеше мевьше истиннаго. Наобо- 
регъ, если слВлуюний членъ поправки отридателенъ, то найденное 
значене больше истиннаго. 


У1. СвойствА ТРЕХЧЛЕНА ВТОРОЙ стецени 


$ 265. Опредфлене трехчлена второй степени.—Трехчленомъ вто- 
рой стелени называется многочлень язт трехъ членовъ слфдующаго 
общего вида: 
ар Е с, 


тд а, Ъ, с постояввыя чиета, положительныя или отрицательных, 
заданныя 4 руот?, а 2--перемфнное чиело, которое можеть принимать 
всерозножныя значеня. При измёнени значешя х изифняется и 
значеше трехчлена и ипроходвть шо величин черезь разлачныя 
свои соетоявн, которыя полезно изучать. 

Мы уже говорили, что {$ 255) корнями трехчлена назыкаютъ 
обыкновенно корни уравнешя, которое получають, приравнивая 
трехчлевъ нулю. Эти числа могуть быть вежествеиными или мву- 
ными; если обозначить ихъ черезь 2 и", то, вавъ извфетно, трех-° 
членъ можно представить въ видф произнеденя а(2-—2’)(2—а”). 
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$ 266. Теорема 1.— Ель корнь эпрегчаена, х’и а’, вещественные 
и неравные, то посль подстановки въ немь амието 2 накою-нибудь 
чнеда, взятало между эпиьиы корнями, получимь значене для туех- 
члена со знаномь, противоположкнымь знаку ею нерваю члена; а 
если витсто = подотавить чиеь, не занмомающиеся между кормами, 
зно получимь значене для зтрехилена ©® такимь же знакомь, какъ 
У первало #10 члена. 

Въ самомъ дёлЬ, пусть д’ <. 2”, тогда при веякомъ значеня 
х, завлючающемся между = и д”, разность (х — 1’) похожи- 
тельна, а (&— 2”) отрицательна; слфдовательно, произведене 
(&—т)(е— 2) отрицательно, а потому звакь произведеня 
«(х—*Х=— т) противоноложенъ знаку а, или, что одно и 16 
же, зиаву ал’. Если, напротивъ, зкачене, приписываемое 2, меньше 
2’ илв больше 1”, то множители (х— 2’), (— а") или оба 
отрицательны, иля 068 положительны, ихь произведеше положи“ 
тельно, и знакъ трехчлена а(х — 1’) -— =") такой же, какъ у а. 


$ 267. Теорема И.— Если корни трехчлена- вещественные д равные, 
290 знакъ во веда такой эке, какз и у первао ею члена, кагово бы 
ни было значеве, приписываемое х, кромь только тою, которое 
обращаеть трежилень вь нуль. 

Дйетвительно, наыъ извфстно (8 247), что въ эгомъ случав 
трехчлень можеть быть прекставленъ въ схёдующемь вид: 


(+5). 


Каково бы ни было значеше х, второй множитель, какь полный 
хвадрать, всегда положителенъ; слёдовательно, знакъ трехчлена 
совпадаеть со знакоиъ а. Однако необходимо сдёлать исключене 


ъ 
для 2 — ду, Пр котором» трехчлень обращается въ нуль. 


$ 268. Теорема 1.— еды ‘корни эдрехчлена-мнимые, то знакъ 
ею такой же, какь у перваю ею члена, каково бы ни было х. 

Вь этомь случа, какъ мы вилфли (8 248), трехчденъ равень 
произведеныю 2 на сумму квадратов двухъ вежественныхь чшёохь, 
изъ которыхь одно вепремфнно отхачно оть нуля. Сумма эта всегда 
положительна, а нотому произнедене того же знаха, кажь и а. 

; 1 
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$ 269. Замчане-—Три предылуцйя теоремы можно’ соединить 
въ одну сабдующую: Тречаень аз? 4 р-р с цитеть такой оке 
знамь, какь м ею первый члень, при весь значещяхь х кромь Имыть, 
хоторыя лежолть между корнями. 

При этомь подразумфвается, что въ случаЪ мниныхь корней 
= никогда между ними не заключается; слёдовательно, трехзлень 
иифеть знакъ своего перваго члена. 


$ 270. Приложене нъ неравенстванъ второй степени —Неразевётно, 
приводящееся къ одному изъ ведовъ: : 


47 В +020, АР Е С<о, 


назынается неравенствомъ второй стелени; здёсь А, В, С-— данныя 
положительныя али отрицательныя чиела, а х — неизвфетная, пре- 
дЬлы для которой надо такь опредфлить, чтобы удовлетворялось 
то неравенетво, кудя ова входитъ- 

Этоть важный зопроеъ рёщаетея при помоши предыдущихь 
теоремъ. * 

1. Требуется рышить неравенство 


виа <. 


1 
Приравнязъ перную часть нушю, найдемъ корни — з=— Зе. 


ествснные и неразные; слЪдовательно, неравенство будеть удовле- 

творено, т.е. знакъ первой части его будеть противоположень 
1 4 

знаку перваго ея члена, если 2 ваято мевду—;-и — _. иначе 

товоря, если 


4 1 
73 <2<-5 
2, Требуется рфщить еще такое неравенство: 
6х0. 


Корни трехчдена въ этомъ случа — вещественные и равные 3, а 
его первый членъ — 2* отрицателень; сл®довательно, неравенство 
справедливо для веякаго зналешя х, крон} х==3, превращаю- 
шлго неравенство въ равепетво. 

3. Требуется рышить, наконень, слёдующее неравенство: 


— 3270. 
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Корни трехчлена въ этомъ случа — мнимые и первый его членъ 
комЪ 2. 


$ 271. Замбчан 


положителень; слфдовательно, неравенетво удовлетворяется при вся- 


— Виослёдстым мы увидимъ, что теорей нее 
равенствь часто пользуются при взелёловаши задач для опредф- 
девн услоый возможности. 
УПРАЩНЕНТЯ 
1. Рынить уразнене 


(ааа а. 


° 1. Рышить уравненю 


Иа а=+ 


Отв, == у‘ —( 2 


дцкадовъ, 


и 


из =0. Посльдеее значение удовле- 
творить только тогда, если будеть измьневъ звакъ при одномъ изъ ра- 


Гу. РЫШИтТЬ уравцешо 


4 ==. 
би" =— 


У. Рышить уравнеше 


энд? — тих + рат — пр=0 


1. Рьшить уравнане 


|= 


те, а=5(—8= Уъ. 


УП. Рышить уравневе 


У-=-6 


Е 


отв, Принимають Ух? --х-- 6 за зепомогательную неизвфотную м 


ваходять: 
и 8 


хромь того, 
—1= У37 


коры, удовлетворяющее только при усповёи, если воять радикаль со вва- 
комъ —- 


УНЕ. Рышить уравнен1о 


р 
отв. Привимають 22? {35 за вспомогательную нензвъетную и нало- 
Дятъ: 


% =, а” 


два послднихь зория удовлетворнють только при условии, если ваять 
фадикаль со энакомъ —. 


1Х. Рышить уравноше 


т д = 


Х. Рышить уравневе 
Уазя-Уатя-ус 


от пышших = ГИ ЕЕ, заходиь „= ТУ мб. 


—= 


Х1. Рьшить уравнеше 


ХИ. Рышить ураввене 


УЕЕИТЕЕНУИЕЕЕ 


оз О ав ев 
„= : й 


ХПИ. Составить сумму квадратовъ, сумму кубовъ, сумиу четвертых 
отеценей и сумму величинь, обратныхь четвертыиъ стоненямь корней 
уравнешя вх? -- р е-=0. 


[о 


м дот айе 
Ее 


о, ана" = 


тв. За фй 
г 


чае 


жатрЕЕО 


не зависвта оть г, 


а 7:2 


ба. РЕВ 


ХУ. Доказать, что уравневе 

(6% — дада -- Фае + 2ае — р  (®—4'е) =0 
веёгда амфегь вещественные корви, если только (5* — 4ас) отрицательно. 
от». Можно доказать, есаи (%—4а/5/) тькшо отрицательно. Тогда по- 
лагмють 5* — даете — 1, 5" — 40’ == ай и Доказывають, что кодиче- 


ство, стоящее въ зиачещагь х подъ радакалонт, есть произведеше двухъ 
„ножятеней, аъ которыхь каждый есть сумма двух ивадратовъ. 
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ГЛАВА ВТОРАЯ 


Уравнен1я еъ одною неизвфетною, приводяшяея къ уравне- 
жямъ второй степени 


.- 1. БиКВАДРАТНЫЯ УРАВНЕНТН 


$ 272. Рышеню бинвадратнаго уравнения. — Уравнене сё одною 
неизвфстною иазывается: бикеадраннымь, если содержить только 
2-ую и 4-ю стешени нейзвёстной. Оно можеть быть всегда ири- 

ведено къ виду: 
ай ео. (0 


Если я принать за неязвфстную, то у насъ получится урав- 
неше 2-ой стенени. ДЖйствительно, полагая 2’ = 2, будемъ ныть 
2—1’, и уразнене приметь видь: 


ай и е==0, 


откуда, 


<) 


Таким образомъ 2, вообще, имфеть четыре значевя, равныхь по 
абсолютной зеличияЪ между ‹0бою попарно, но противоположныхь 
по знаку. 


$ 273. Изельдоваые формуль/—1) Если 5" — 4ае > 0, то оба 
звачешя 2— вещественныя; притомъ они могуть быть или оба 
положительными, или 068 отрицательными, или одно—положитель- 
нымь, & другое-—отрицательнымь (8 246). Вь первомь случает ве 
ченыре значещи д-—вещественныя; во второмь--веь четыре мнимыя; 
35 пуетьемь— два изъ нихь чещественныя, а два мнимыя. 

2) Есви 5*— 44 —= 0, то зыачешя л — нещественныя и равных, 
а потому значешя х равны между собою по абоолнитной величину 
эритомь оны будуть вещественными, если 6 в в противоположные 
‚ло знаку, $ мнимимы, если Фон а-подною знаке. 
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3) Если № — 4ае < 0, то значе я г — мнямыя; елфдовательно, 
воь четыре значеня 2 также мнимыя. 


$ 274. Преобразование выражен вида Уз У$.—Фориуля (2), слу- 
жащая  рфшеяюмь бикзахратнаго Зуравнежа, содержить дяа ра- 
дикала-—одинъ надь другимъ; этоть видъ, вообще говора, неудобенъ 
дяя вычислешя корней; поэтому, не безполезно постараться разыс- 
хать тЪ усломя, при которыхь возможно преобразовать выражене 
эта Ув - У въ сумку двузъ простыхь радиваловъ. 

Полатавмь 

Ув =У=-УУ, а) 

и постараемся рфшить это уравнеше относятельно хи у въ ра- 
зионазьныхь значешяхь; такое рёшеше есть единственный случай, 
когда наше преобразоваве является выгоднымъ. Для удобства 
предположимтъ, что всё четыре радихала имВюхь знакъ -{- ; тогда, 
возвышая въ квадрать 06% части уравнения (1), мы получниъ равно- 
<ильное уразнеше (8 126): 


а Ира у 2 уг 
ли 
@ У УЬ=а Уд. (2) 


Возвнсивъ еще разъ въ ввадрать, буденъ имфть: 
(2—9) +2 бб У ау 


Вторая часть, по предположеяю, соизмфряма (рашональна); то ве 
можно свазать и про члены (а — х — у’ и $. СяЪдовательно, ие- 
<бходимо, чтобы 2(а--х— У) У Ь было также сорзмбримымь; а 
ТАБЪ ЕАКЪ $ несоизыбримо, то а — 2-9 дожжно раввяться 
нулю, т.-е, 

а у=% 
я, сабковательно, 

4лу ==. (3) 


Отсюда заключаемь, что 2 и у будуть непремфнно корнями урав- 
пенза ($-.256): 
о ровно. [С 


вапр., 


И" 
=“ р . (5) 
Этв значеня 2 и у соизмфрикы только тогда, вогда (*—5) пол- 
ный ввадрать, слёдовательно, если это услове не выполнено, пре- 
образоваве невозможно. Вели ше, нвиротниь, (а — 5) есть и%ко- 
торый квадрать с*, то д и у нибють. соизывриных значен:я: 


соафе 
==, 


‘удовлетворяющин уравнению (2), и формула преобразовавя будетъ: 


Ув + УИ" Е“ ® 


ЗамЪтныъ, между прочимъ, что формула 
УВ, Ут 
УИ УВ 4-9. 
остается справедливой, хаково бы ни было (а'— 5), такъ каяъ, 
возвыиая ее въ квадрать, мы получимъ тождество; но если (п* — 5} 
не есть полный хквадрать, то ова ве представляеть никакой вы- 


ходы: выфето одного сложнахо радикала появляетея сумма двухъ 
`радикаловь мою же вида. 


$ 275. Замёчане, — Для преобразована Уа—УЪ полагаемъ 


а— УБ-=Уз—Иу, 
тдф х больше у. При помощи тЬхъ же разеужденй, для опред- 
лешя х и у, приходамь въ тому же уравненв (4). Олфдовательно, 
преобразован:е удастея только тогда, когда (а*— 5) предетавять 
полный кнвадрать с. Въ этомъ елучаВ 
— и 2“ (7) 


У-УБ=И 


Есди теперь первая часть будеть сб знакомь—, то ие трудно 


звифтить какой видь должны принать формулы (6) и (1) `дая 
согласовашя знаковь объихь частей; он будуть: 


гуу = Е-И т, | 
ууз=-И“ +“ 


(8) 


Дьйствительно, для получен этихь новыхь формуль достаточно 
изыВнить знаки обфихь частей формулъ (6) и (1). 
Соединяя въ один воф найденные результаты, пишем; 


Вь этой формул выфшве зваки берутся или заразъ верхше, или 
заразъ нижи!е; также берутся в внутренне. Иначе говоря, согла- 
сованы между собою отдёльно вябшне и отдфльно внутренне знаки: 


$ 276. Прияоменя: 


3. ВЪ гоометии доназывается, что еспа С будеть обозначать сторову 
правальнаго виисаннаго въ кругь радууса Е многоугольника, то сторона 


вымЪ чнепомь сторонъ выразится формулом: 2 = 
Здёсь а= 21%, = — С*Е? п, значить, а’ 


4. Найти необходимое и достаточное успове, чтобы корни биквадрат- 
хаго ураваешя 2-2’ -9=0 выфажелись вуммою днухь проетыхь 
радикаловъ. Нывемъ: 


з 
=== -=Из 


я 
ВЪ ото случа а 2,6 откуда "5-4 а потому не- 


обходимо м доствточяо, чтобы ч представляхо пожный квьдрать. 
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п. Н»зкотоРЫЯ ДВУЧЛЕВНЫЯ  УРАВНЕЕЕЯ 


$. 277. Видъ двучленнаго уравнения, — Доузленное уравнеше ео- 
ъдержить веего два члена н имфеть видъ: 


ттА=о. . 1) 
Если А положитольно; 10, обозначен корень’: ягой: стененя иЭЪ. 
А черезъ. а, будемь имёть: А -=4”. Бели же. А отрицательно, 


ло, обозначан черезъ а’корень зи-ой стемени изъ — 4, будемъ 
ииёть: А==-— 4”. Уравнене (1) приметъ тогха видъ: 

та = 0. (2) 
ДалЪе, полагая х == ау, можемъ заыфнить уравнеше (2) сяфдую- 
мимъ: 

о в" = 0, 
или 

"1 =0. (3) 

Къ тавому виду можеть быть праведено всякое двучленное“ 


уравнене, Найхя значеня у, умножаем ихь на с и подучаемь зна- 
зева х. 


$278. Рышеше нькоторыхь двучленныхь уравненй.— 1. Уравнеше 


я—1—=0 (п 
имфеть корни: 
&==1 
'Уравнеше 
р 1=0 (2) 


иуфеть корни: 


2. Уравнене 
9#—1=0 (3) 


можеть быть представлево въ слёлующемъ видь: 
ие =0 

и, сяфховательно, разбивается на две уравнения: 

в—1=б им -+1=0, 
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корни которыхъ будуть: 


Уравнеше 
ит =0 {«) 
послВ зам$ны д на—л обращается въ предыдущее; слдовательно, 


его корни будуть тавые же, какъ и уравненя (3), во только съ 
обратными знаками, т.-е. 


Ти = — 


3. Уравнене 
ы и—1=0, {5} 
хожно представить въ вил: 
ие 0=о 
отвуда видио, что ово равносильно двумъ уравнешямъ (1) и (2); 


сявдовательно, его корнями будуть корни этихгь двухъ уравнений, 
т.е, 


Уравнене 
21-0 {8} 
равносильно 
ая т 27, 


или, что одно и 10 же, 
и = 0, 
а это, въ свою очередь, можно написать таБЪ: 
ту +1212) =0; 
сзфдовательно, оно разлагается на два квадратныхь уравнеша: 
РУ 1=0 и т ау =: 


Овя различаются только знакомъ ври х и имфють кориа: 


„-2УЕУЕ8 „.УЗЕУ. 
2 у 2 


Это и бухуть ‘четыре корня уравнены (6). 


4. Уравнеше 
. 4'—1=0 ‚ (9) 
разлагается на две: 
#—1=0 и %*--1=0, 
8 потому рышеня его не что иное, какъ шесть корней уравненй 
{3) я (4), т.-е. 
1=У-8 


Уравнене 
= 1=о 8) 


при вамн% д ва ху/— 1 обращается въ предыдущее, тазъ какъ 
уу (У =- 


поэтому его корни получвмъ изъ уравнен!: 


=1=У-—3 


у 1, УЕ я 


Для этого достаточно умножить 06% части ваЖдаго изъ нахъ на 
У— 1; тотда первыя части обратятся въ #Х (1) или, что 
одно и то же, въ —2. Слбловательно, 


5. Уравнеше 


(9) 
разлагается на два: 


#—1=0 в 241=0; 
слфдовательно, корнями его будуть восемь корней уравненй (5) и 
(6), т.-е. 


Ея 1 х У-ьх ЖЕ 


Уравнене , 
^--1=0 (10) 
можеть быть представлено въ сльдующемь вид: 
дай 1 == 9, 
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Ели, что то же самое, 
ия =0; 
слёдозательно, оно разлагается на два биввадратвыхь уравнения: 
аж РУИ 0 и м1 У =0, 


рёная которыя по изветнымь правиламь, находимъ: 


6. Наконець, корни уравненя 
2 —1=0 [699 


суть корни уравненйй (7) и (8). 

Мы не станемь продолжать изученя подобныхь преобразований, 
такъ какь наша пзль заключалась только въ томь, чтобы на я%- 
сколькихь примфрахь показать, накь ивкоторыя изъ уравненй 
выше второй степени могуть быть приведены къ уравнешниь 2-ой 
степехя. Общ же методъь рышешя двучленныхь уравненй при- 
надлежить второй части алгебры. 


Е. ТРЕХЧЛЕННЫЯ УРАВНЕНТЯ 


$ 279. Рышене трехчленнаго уравненя, — Трехчленнымъ уравне- 
нЧенъ называется уравнене, еостоязщее всего изъ трехъ членовь и 
пифющее видъ: 


азы" Не. @) 


Принимая за неизвжетную 2”, т.-е. полагая 


=” =а, откуда 2", (2) 
можемтъ свести данное ‘уравневе на квадратное: 
аи с==0. (3) 


Слёдовательно, мы можемъ накти два значены для 2 и подставляя 
ихь послфдовательно въ уравнеше (2), мы получшмъ два двучлен- 
ныхь уравненя стешени я, корни которыхъ и будуть корнями 


‘уравненя 6). 
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УПРАЖНЕНИЯ 


1. Рышить уравнене ' 


2, ваходимъ: 


аут" 


Отв. Полагая =:, находим 


= У 5 — 406 
5—8) 


в + 245 
о За 


ТУ. Рышить уравнеще 
ве (Утв Ут =+1). 


отв. Полагая УТ» 


2, НАХОДиМЪ: 


_ зе — 


50, = оу - 


У. Рымить уразнене 
оз =-3И==48 4-2. 


отв, Полыгая «-- Уз--2==2, ваходимы 


уз. 
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УЕ. Рышить уравнеще 
о а а М — в, 


018. г=0, «==. 
в. 20, = 


УП. Рышить уравнене 


ааа. 


УЕ, Рышить ураввене 


за аа 
а, 


ТУ. Рьплать уравнене 


[ 1 
(а (в—=) 


Иногда при одномъ ваглядь на уравноше вилно, что оно допускаеть 
корень а. Тогда его первая засть длится вв {#—@} (8 77) и разла’ 
твется, поэтому, на мвожителев, что облегчаеть рыштензе ураниешя, но- 
няжая его степень, 


Воть нЪсколько примфровъ. 


2. Решить уравцея!е 
д — Зе 2. 


Эт». Оно допуекаеть коревь =. 
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хН. Рышить урвяненю 
2—1. 


отв, Ово допусквоть корель = 


ХИ. Рашить уразнене 


2 — в 102 —8—0. 


ть. Оно допуснаеть корень х 
ХГУ. Рышиль уравнене 

аа 132=0. 
ть. Его пишуть подъ видомъ: 


аще — 1) р) — 132 =0 
и полагают 


=@#—П=; 


находать: 


ХУ. Рывить урзвнов 


аа виа 1=0. 


(та. Оно допускаеть двукратный коровь +=} м таквиъ образом 
приводится &ъ квадратному уравнеитю. 


ХУ. Рышить уразненю 


отв. Вго пишуть нодъ видом: 


з 
ие 90 


и находять: 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ 


Уравненя во многими неизветныки 
1. УРАВЕЕНН БТОРОЙ СТЕПЕНИ СЪ ДВУМЯ НЕИЗВЗСТНЫМИ 


$ 280. Общи видъ уравиенёя второй степени съ двуия меизвбст- 
ными, — Уравнене яторой степени еь двумя неизвестными х ни у, 
призедевное къ цфлому зиду, можеть содержать члены только 
шести родовъ, а иненно, члены съ 2”, члены съ ху, члены съ у’, 
затфиъ чнены съ у, члены съ д в независимые члены. Итакъ, 
уравнене второй стелени можеть быть приведено. къ виду: 


4' -- Вву | Су -- Рё В Е=0. 


$ 281. Рышене двухъь уравнений, изъ которыхь одне — первой 
степени. — Рёшене совнфстныхь уравнемй представляеть одинъ 
изъ наиболфе сложныхь вопросовъ алгебры. Не касаясь здфеь общей 
теори, мы отраничимся раземотрёшенъ изкоторыхь наиболве прос- 
зыхъ случаевъ. 

Можно веда уъииить систему двухь уравненй съ двумя не- 
звъстными, изъ которыхь одно- первой, а друше--второй степени. 
ЗВъ самомъ дЬяЁ, пусть дааа система 


Дл’ -- Блу + 9 02 - № Р=5, | - 1) 
а и ==. } 2) 


Изь уравненя (2) находимъ: 


посл подстановки этого значеня ръ уравнене (1), носяёднее ста- 
нетъ квадратнымь относительно 2: 


(Ай — Ваё + бт -- (Ве — 20ае -- Ри — Ех + в 
+ =о ре 


отсюда получаемъ дза значеня для этой неизвфетной. Занфняя ния 
д кь уравненн (2), находвмъ два соотвфтетвенныхь значения для у. 

СлЁдовательно, предложенная система имфеть двф системы р#- 
‘пена. 06% онф—ветественныя, когив оба значения у веществен- 
ныя, и 008 минмых, когдь значеня х— мнимых. 


15* 
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$ 282. Случай двухъ уравнешй второй степени. — Если оба уравне- 
яя съ двумя неизвистными — второй степени, то исключене одной 
азъ нихь приводить, вообще, къ полному уравненю четвертой степени. 
Лёфйствительно, нусть дана енетема. 


да Ву + ОР 2 + ЕО, | 1) 
4’? Взу- бу ре ВУ ЕО. | (2) 


Для исключеня у можно было бы найти его значеше изъ ка- 
кого-нибудь одного уравнешя и подставить въ другое; но тогда 
новое уравнене бухете содержать радикалы, отЪ которыхь приплось 
бы еще освобождалься. Проще, сначала исключить у’, умноживъ 
уравнене (1) на С”, а (2) на С и вычтя полученные результаты 
одинъ изъ другого; тажимъ образомъ получинъ: 

40" — Ся (ВО — СВжу | (0б’— ОР) + 
{+ (Е 6’ — ВЕ’у + (ЕС' — СЕ) =0, 


или, обозначая каждый изъ коэффащентовъ одною буквой, напишемъ: 
а му ее —=0. 8} 
Этимъ уразнешеиь можно замбанть (8 139) одно изъ данныхъ. 
Изь него находим значене для у: 
до аь 
У— а ' 


подставляя его въ уравнене (1), находвиъ: 


Веер ое, бай тео 
2 ыа Та + 
+ рЕ— еее 9 4+ Е=0. (4) 


Летко замтить, что, умножая обЪ части ва (5х -- 9)* и освобож- 
двясь такимъ образомъ отъ знаменателей, придемь къ уравненю 
зетвертой степени. Это уравненю, вообще, содержить члены третьей 
= первой степени, и потому не можеть быть рышено съ номощью 
обычныхь премовъ Элементарной Алгебры. 

Такимъ образомь енстема двухъ уравнеый второй степевя съ 
двумя ноиввфстными, вообще говоря, не можеть быть рёшена при 
помощи уже навфстныхь намь методовь, но иногда вотрьчаются 
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простыя системы, рышене которыхь можеть быть найдено при но- 
мощи нкоторыхь искусственныхь частныхь преиовъ. Призедемъ 
нфосколько приифровъ. 


$ 283, РЫшеше ныкоторыхь простыхь системы: 


1. Дана система 


«ув, | 
зу=и. | м 


Непооредотвенио ондио, что 2 и у — корни уравненя ($ 266) 


паи 


откуда 


[о 


Необходимымь успомемъ веществевности корней будеть: 


2. Дана система 


#— изза. | 
1 
щ=и. | ый 


Эту систему можно свести ва предыдущую, полагая у == —; тогда 


зе =а, #= 


откудь 


тв. дьф системы воегда вещественныхь рытенёл. 


3. Дана система 


и фу=а, |" 
Я]. ы 
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Воавысивь въ квадрать об части перваго уравнешя и вычтя затъуъ 
по-членно изъ полученнаго результата второв, находимъ: 


— 5. 


- 2 = 


Зная же сумму и произведоще менавфетнвыхь, хы можемъ очиталь ихь 
корнями ‘уравнеяя 


оттуда 


Звачешя х п у будуть вещественными, вели 25 —1>0, и мнимыми, 
еси 25° — 10; 


4. Даня система 


и 
уе, } в 


УдвонвЪ об части второго уравнешя, сложимь ого съ первымъ уравне- 
Шемъ по-чденно и такъ же по-членно вычтемъ его изъ перваго уравне- 
ны; новая спотема, 


и, в 
еж ” 
раввосильна заданной (8 136). Отсюла выводины: 
Узы, 
. о] 


Сложивъ же п вычтя постьдия уравнешя по-членно и результаты рёз- 
дъливъ яз >, найдем: 


+ 


Иан". | 


Замьчанще. — Можеть показаться, что, беря знаки при радикалахь вее- 
возможными способями, мы адфсь будемъ иыфть восемь сиетемъ рьше- 
В; но не надо упускать изъ виду, что, во-первыхъ, уравнения {3} обра- 
зують только четыре сиетемы, именно: 

2{у=Е, } ав] =фу=в, =2+у=—В 
7: } #-у=- в, 
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ль в= Ут 2, № =Ут 3, Во -вторыхь, уравненя (1) не ‘ив- 
мБняются оть переетавовки 2 и у; олдовательно, первая изъ только-что 
вынисанныхь системъь равносильна третьей, & вторая — четвертой. 10- 
этому, въ дъйствительности, мы ииземь только дзЪ системы рышщенй, 

Замъчаемь еще, что рышевя будуть вещественными, всии > 3. 
и хнимыми, если а? < 2. 


5. Дана система 


уе, 
; 1 
и | о 


Эту снетему легко свести ша систему 2-го случая, напневьь ев слф- 
дующимь образомъ: 


тина, 
зи, } ® 


Изъ поствдней системы находим сначала значения 27 пу’, а затВиЪ и у: 
ву | 
== В .| 


(3), или 


& 


Но система (2) болье общая, чьмъ снстема (1). такЪ какЪ мы зозвысили 
зъ хвадрать обв части второго уравнеыя системы (1). Поэтому, значе- 
НЫ и у должны быть выбрацы такъ, чтобы ихь произведеше равня- 
чоеь $7, т.е. дозжны быть выбраны съ одинаковыми знаками: 

Штакъ, у пасъ будуть четыре епстемы ръышенА: дав первых веще- 
ственныя, & дз% постЬдн-фмнимыя. 


ПП. УРАВНЕНЕЯ ВТОРОЙ СТЕПЕНИ БОЛЕ, ЧЕМЪ СЪ ДВУМЯ НЕИЗВЪОТНЫМИ 


$ 284. Примбры:— 1. Дана система, 


ЕЕ =, 
аи аи, а) 
узнее, 


Перенеся въ первомъ уравневй 2 во вторую часть и возвысявъ ЗАТВЫЪ 
06% части въ кавдрать, найдемъ: 


Сара 


вая, 
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Замфнивь ватьмЪ 2? --у’ и ау вх зночешями аъ днукь другахъ 
уравнеши, получимъ квадратное ураввеше относятельно 21 
- 27—50, 
отвуди 
„_афен Ув й 


2). е 
Звая 2, цайдемъ изъ первато уравнеям вумму тру п изъ посзъдняго 


произведене 2у; посл того вычноленя докончимъ такъ же, какь въ 
пунвть 1-омъ $ 263-то. 


2. Дава ещо система 


а) 


Вычитая второе уравнене изъ перзаго, а третье изъ второго, находимъ: 
9—Э@е=-У2 
@—уечу+э 


откуда заключавыт, что 


У—-2=2-— У, ИЛИ, 910 ОДНО и 10 же, х--2==29, 2) 
8 потому 
&—уу 


Отеюда выводимъ, что 
3 
а=аи 
у + 
цодставивъ же это значеню въ первое нат, данныхь уравневй!, получамтъ: 
3, \№ ` 
(: +5) ИЕ, 


наи 


Зи ви 


т.е, биквадратное уравнеще относичельно у; изъ яего и опредфляемь 
эту неизвфстную: 


—=0, 


Сльдовательво, 
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Щ. Уравнентя степени выше второй 


$ 285, Приифры-—1. Дана система 
ау {ту =30, | 
115 о) 
вНте ] 
Освободившись оть знаменателей во второмъ уравнеши, мы можемъ 
кашу систему переписать сльдующимъ образомъ: 


эё-+9=30, | 
бе у) = 5. } 


Принимая зу и =--у ва вопомогательныя неизвъстныя # из, будемъ 


зыъть: 
30, ] 
бе — 5, 


. 5 
Второе уравнещ даеть у == м: подотанлия это злачеше © въ первое 


`уравнеше, получаомь: 


=30, пли м? =36, 


откуль . , 
н=6, но=5. 


5 
ЗвачевН в И о ОДО ваяТЬ СЪ одинаковыми знаками, такъ какь у ра. 


Принявъ и=6, 55,1 


= 
д2у=6,; 


{3) 


найдЕмЪ дин сх и у значеня 2 в 3, 


Приняёь ке м = — 6, 9-= — 5, 2.6. 


ежу 5, } 
} [о 
зу=—6, 
найдем для ши у значены —би 1. 
2. Пусть дань еще система 
+ ау а 1 
ЯГУ м -} 6) 
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Первое уравнене ко освобожден ть экаменалолой приметь видъ: # 
чая -- ар я == 8 Зулу? +1295 

прибавляя къ объимъ частямъ по 4у*, получаемы 
аа ур — чаи Ру) = 16. 


А такъ вавъ теперь первая засть предотавдяеть квадрать выражена 
м2 -- у) — 27, то уравпене` можетъ быть переписаво такимъ образомъ: 
< а -Н И) — УР = И, 
зто равносильно 
а у) — =. 2 


Сльдовательно, данная система можеть быть олмфнена двумя слфдую- 
щиян сиетемами: 


аа--у-ж =, ужа, 
® { } ® 
4" —ху=х, 4’ — зу а, ; 


которыя уже ве трудно рышить, Дъйствительно, подогавияя въ первое 
уравивне системы (3} выБсто = его значене, 


Ау 
УГ 


выводимое изъ второго уравневы той же системы, получвень: 


зи ( га — 6—0, ик За — у 


откуда 
у=0 ну=ь 
л, елъдовательно, 


Такимъ образомъ предложенная снстема имветь. рышоня: 
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3. Дава, наовець, еще енозема 


у руж В, | 
чу ау — 468. 


т 


Группируя члены, можемъ переписать эти уравиошя въ олёдующемь 
видь: 
Ыб ти) =13, | 
аук? + у) = 488. 
Раздёливъ рторов изъ нихъ на первое, будемъ имьть уравнеше 
> эту" = 36% + у), 


которымъ можно заифиить одно изъ данвыхь. Обозначая произведеве 
лу черезь м, а сумму т-Ру черезъ о, получимъ онстену 


щий — эн) == 18, 
< 
из — 862. 
Исключен!е © изъ этихъ уравяенй приводятъ къ трехчленному уравнвийо 


Е: — 
зв 8-6, 
отнуд, выводимь: 
цз Ех 
3в=38 == 3871888, 
и, ельдонательно, 
и= в иь=ву В; 


соотвьтствующя же значения о будуть: 


И. 


Итакъ, первая системи рышенв получится неъ уравновя 


Зи 


2—6 0, 
откуда 


а вторая—иаъ урзвненя 
2-увечвуве 


о, 


откуда 


Ие+и прв „ИЕ Утийв. 
о 
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УПРАЖНЕНЯ 
Л. Рыоиь снотему 


6 — теб е-Ю- = 
[ео ео 


и показать, что 


2—9) _@—9—960-90-—9. 
2 уе 


Отя. Опродьшають изъ давныхь уравневй = --уи зу и составияють 


: 
заражены (2) с шов Е, 


п. Рышить систему 
Ис”Ь"ету", су аь. 


Отв, Ноключають у п, полагая / =” —:, получають квадратное 
уравпеше 


ар = 


па", 
зткуда ин опредьляють 2, посль чего уже ие трудно найти хи у. 


НТ. РЫшить систему 


#-у 


а, за. 


9зв, Вычиеляють проиаведеше ху; зная же сумыу 2--у и пронзве- 


деве ху, находять: 
и 
За 3* 


ху=а “уд. 


1%. РЫШИЧЬ систену 
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ть, Вычислають произведеше ху, возвышая первое уравнеше въ 
четвертую степень; находять: 


5] / : 


Постб этого по трудно опредфлить а и 9. 


\. Рьщить систему 


жфу=а, фиг. 


Отв. Вычисляютъ произведен! ху аналогячнымь путемъ; паходятъ: 


ак Зач 
== 104 
УТ. Рышить систему 
1 1 + 
эу= а, 


11 
бт. Принимать „по за неизьфотныя и приходять въ свстемь 
$ 283-т0 подъ нунктомъ 3. 


У. Рышить спстеьу 


У+Уу=Ув  ау=ь 
Отв. Приходять къ той хе систем, причимая за пензвьетныя 
У: нИУу. 
У. Решить спетему 


ЯИ=з, миа. 


От». Приннмають 21 ы у’ 28 номвьбожныя и приходять къ упра- 
зевю ИТ. 


1х. Рыцить систему 
= я с ии 
| И:+Уу* =+Ъ Угу И : 
ча. Правимвють за повавфствыя 2 у и 29 закодятнь: 


ЖЕ вЬ утв. 
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Х. РЫшить систему 


$1. Рышать систему 


ебу =18, 
(арий у =20Зу, 
те. Дьлять первос уравневе на ху, второе на 2*у; затьмъ обозва- 
1 
плат а перев ЕТ пара п пришодять ь дозы урон 
шяыъ: 
тв =15, И 212, 


откуда уже не трудно получить: 


1=4 Уз, у=2 уз 


ХИ. Рышить енетену 


ии 
уз У ву 


в. Замфчають, что первое уравнев!е можеть быть нашисано аъ впд®: 


Инна Й м 


и 4:0 второе есть кубъ слъдующаго: 


Такимь образомъ, полагая Изм | у в, приходить къ системь 
$ 283-го подъ пунктом 3. Но такъ какъ Шосд®днве уравиеше пе такое 
общее, какъ нторое изъ даниыхь, то будуть получены ве воЪ рышевя, 


ХИ. Рьшить систеку 
а Рау 


«Чу 


>». 


Е 
= 
Отв, А-В, уе во, 21 = ве, 
ХУ. РЬшить снетему 
у = р, уф) =, ще у) 


в. Овачьла безъ труда получають: 


дура 


ща риф, ати 


отеле, , енг уен-я 
= ЧЕ"-Р . в ^ 


& затьыъ: 


бт Ту --5 2:8 
ХУ. Рышить систему 
ефу-2=18, ау ав, Фура у). 


@тв. Бель труда исключають у н 2; НАХОДЯТЬ + = и 2-9. Тавниъ 
образомъ ставуть извфетвы у --г ку, откуда выводять у иг. Зивченя, 
соотвзтетвующия х-9, будуть инимыя, соотвытотвующя ж6 2 == 4; бу- 
дуть у = 3, 2==6. 7 
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ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ 
Ршеню и изслфдоване задачъ степени выше первой 


1. ЗАДАЧИ СЪ ОДНОЮ НЕИЗВВСТНОЮ 


$ 285. Задача 1, —- Вычислить олубчну колобца, аная, что эвукъ отз 
дара вания о во бно достигаетв. нашето уто Череза @ секунйь св зного 
момешна, коода камень былз Орошень. (Сопротившешемъ зоздуха можно 
пренебречь). 

Для рёшеня этой звдичи нёдо вспомнить два принципа физики: 


1. Пространетво, проходимое свободно-издающимъ твломъ, пропорцю- 
нально кзадралу времеви #, протекнаго от начала паденя: оно выра» 


кается формулою %_, гдв у—постоянный кооффищенть, равный 9,80896, 
2. Звуяъ распространяется равном®рио со скоростью 333 метровъ въ 
чекувду. При рьшеч{и нашей задачи скорость звука будемъ обозначать 
зёрезъ т, тавъ что пространство, пройдениов въ течеши времени #, вы- 
`разатся черозъ 0ё. 
Назыввя гнубину коподца-въ метрахь черезъ х,-и время, въ тезене 
вотораго камень падаль, черезъ & секундъ, можемь написать: 


В Рае 
‚ шин / т. 


Обозначая черезь Ё, время, потраченное авукомъ ия прохождещю гду- 
бины колодца, будемъ ныбть: 


а) 


г, откуда =. [Е 


6; сльдовательно, уравнеше аадачи напишется такт»: 


= 
ну 


Дая рьшеши этого уравнев:я, содержащаго радикаль, уединяемъ но- 
ельдиН: 


По условю В+ & 


8) 


(4) 


9х 
У 


возвышием» 06% части въ кнадрать: 


(5) 
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и, навонець, переносимъ воЪ чдены въ первую часть н располагаем по 
степенамь ненавфегной: 


6) 


Отеюда. 


тм 
Ну) = 


Изолфдованю.-=>Оба корня-веществонные, такь какъ подь энакомъ 
радикала находится, очевидно, положательное количество. 

Кром5 10го не трудно звивтить, что оба корня положительные, такь 
цакъ ураввене (6) повазываеть, что какъ произведен корной, 694, такъ 


1 
и сумма их, з(; + 7», попожительны. А съ другой стороны, очевидно, 


ято залача ве можегь ныть больше одного рышешя, тажъ какъ дв 
колодца различной глубины не могуть соотвфтствовать одвому и тому 
же значению 6. Чтобы объяснить сущеетвовашю даукъ найденныхь кор- 
пей п рышить, сакой изъ нихъ отеъчаоть на прадложениый вопроеъ, 
замЬтимь, что, возньииая въ квадрать обв части уравнения (4), мы по- 
дучили яовое уравнеше. не равносильное первому, такъ какъ хотя ему 
п удовлетьоряють вов корви уравнашя (4), но оно можеть сверхь того 
пыфть и друме корни, не удовлетворяюще урававарю (4). ДЬ®етви- 
тельно, об части уравнонья ($) ныьии бы одинановые квадраты и тогда, 
вогда, оставаясь равными по абсолютной величии, имфли бы противо- 
положные знаки, Уравневе (5) на самомъ дьль равносильно двумъ 


слдующиазмь (8 126): 
2 
с. 


Но изъ этихь уравнен!А только первое соотьфтетвуеть предложенной 
задьчь, а потому его рышене и будеть рАщешемь задачи. Это рыщеще 


е 
меньше +0, такъ кавъ 0—*. в вызоть съ ннмь и # — , позожательны; 
2 


запротивъ, рышеше второго уравнешя больше %, потому чт 4 


отрицательно. Сл®довательно, поельдаве рышене есть больший паъ корней 
ураваешя (5% онъ должень быть отброшенъ, накъ посторови!й. Такямъ 
образомъ, нокомое рышеже олвдующее: 


У (++) -= 
в - т . 
2 


2 18 


Этою -формужюю.н слёдуеть пользоваться въ ириложещяхь. Въ самомь 
а 
ДН, Е 
безъ всякаго веудоботва пренебречь количествами порядка ш. 
В 
Наконець, замфчая, зто при о очень большомь у’ очовь мало, мы 


8 
можемъ упростить формулу (), озбросивъ ‘у; тогда получимы: 


60000: я то мажно 
# 10000; ® такт кажь единица длины веть метрь, то мож 


Эша’ формула Одеть” соотетюнствоватиь пробполоокенги, зто скорость 
заука` беяконечно велика: Для опредфдены члена понравки, полагаемь: 


я+> 


которое, по освобожден?и оть знаменателя первой дроби, преобразуется 
въ сльдующее: 


о 


а . 28 


= 


29 
Пренебрегая членомь ^, ‚ который очень маль, така кикь иножн- 


телямн вго одновременно олуокать з и г. получины 


® 
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Эту же формулу можно было бы получить поередетвомь двленя № 
2,2 
за (2+3), отраничиваясь при этомъ только двумя первыми чие- 
нами частнаго. 


$ 287. Задача |. — Ризбилить пряную АВ на ди тама части; чтобы, 
Фолиция часть АХ была ереднею прюпорцаональною мазду меньцию часть 
4 всею пряшною. 


———в 


Пусть а будеть длина АВ, обозвачивь 4% черезъ г м, стьдовательно, 
ВХ черевъ (а — 2)’ мы составимтъ, по условйр задали, пропорщёвь 


, @) 


‘откуда 


аа—3). ши ааа <) 


Рьшзя это урарнене, ваходимъ: 


8) 


Изсяфдоваще, — Очевидно, оба корня --воществениые; итакъ вакъ У 5 
<одержится между 2 и 3, то первый корень положителень и меньше а, 
а второй отрицателень и по абеодюлному значению больше а. Слфяо- 
зательно, первый корень и есть рушенше задачи; второй же доляень 
быть отброшенъ, 

Но и это отрицательное рышеве можно вее-таки истолжовать. Въ 
сьмомъ дьдЪ, обозначимь его через (— 2); тавЪ нанъ уревней (2) доя- 
жно удовлетворяться этииь значещемтъ, то у васъ будеть: 


< 


я = аа 


— разн а 


= а +2 


"Гакимь образомъ а есть средняя пропорзювальная между а и (а -- 2) в, 
очевидно, отвзчаегь на слздующйй вопроеъ: 

На продолжены прямой АВ найти такую точку Х', чтобы ея роз- 
стоянёе 3 оть точки А было среднею пролориональною нежду разетоян м 
ся (аа) оть точки В м лимей АВ-та. 


{ 
Хх 


Навденныя дьь рышены въ общемь вндь. рышають саъдурщую 
эвдазу. 
. . 16" - 
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На неовребтленной прямой, но жоморой вояты точки А м В, найти 
эвакую. почку Х; чтобы. разстонне АХ было греднею прбпоруюнальною 
между ВЯ и АБ. 

Случьется, что; какъ въ большинетьв задачь первой степейй, отри- 
цаельное увшеше довжяо.быть отложено ва пряуой АВ въ направле- 
ли, противопопожномь тому, въ какомь отелвдывается положительное 
рьшене. С 

Можно было бы избъжель отрицьловьваго ръшщены, отечитывая раз- 
стоянз оть точви В. Дъйствитеньно, обозналая черезъ = разетояне ВХ 
{1-вз фиг.} и, слъдовательно, черезъ (2 —2} разстояше АХ, мы имфли 
бы пропорщю 


откуда 


— за [3 


РЫшал это уравнеце, находимь корни: 


$5) 


„Оба рышеша положительны; первое больше а и дасть зочиу Х^, 
торов меньше в и дветь точку Х. 


Построеше рышеый. — Формулы (3), или равноситьныя нмъ: 


неносрелствензо приводятъ къ построенью, которое дается въ Началахе 
. РИ 
згометрам. На самомъ даль, 1+4” вать тишолевуза прямоуголь- 
А 


В 
зато треугольника, калогы котораго равны АВ и В; сибдовалельно, 


: АВ В 
для поетровайя 2’ надо отъ гипотенузы отнять ^^”, в ддя построены 


эбеолютной величины 2” надо эти двЪ дпины сложить; при этомъ 2’ от- 
утадызаемь оть Докь В, в =” вЪ противоположномь ивправлени. 
Зажфтвиь еще, что уравнене (2) можеть быть представлено въ ед%- 
дующемъ видь: 
й ее ор ат, 


а потому предложенная звдача приводится къ такой: Найти дев длины 
ших -р а, разность которыть есть а и средняя пропорцональная такое в. 
Эта задача рытается въ геомети и приводится къ предыдущему 
построеню. 
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8 288. Задача 11.4 прямой РО найнии точку Х, одинаково освлицаемую 
Фвуля номочникоми совта 4 м Л, силы септа которысь 5 и 2. Дано, что 
АР-а, В-Ь и 29 АР и ВФ изображають перпенднкулярьь 
опущенные изв точекь А в В на прямую РО. 


8 
А 


Р хе 


Для рышеня этой задачи вспомнииъ, что сила освфщеня обратно 
пропорщовальна квадрату разстояны освЪыщенной точки оть овытящейсл, 
твкъ что поточникъ, сила котораго $, освфщаеть предмегь, находящийся 


на разотоании г,оъ силою 


Поэтому должно вуществопать рызенство 


а Ех, @ 
что; по освобождении оть знаменатедей, даст: . 
1874 (@— «Нее „ЭР. {2} 


Изсхфдоваые. — Не входя въ подробностя рышевя этого уравнешя 
второй степени и услоый возможности задачи, постараемся истолковать 
отрицательных рышешя, кашя оно ножеть имть. Обозначая такое `рЪ- 
шенце черезь (—5) п иривимал во внямая!е, что оно должво удовлетво- 
рять уравненю (1). будемъ имвть: 


+ 


{3} 


г 
ята ие 
Кань разь такое уравнеше мы должны быи бы составить, еслабы 
нскалн точку Х влЪво оть Р, обозначивь ея веназвстное разстояне отъ 
точки Р черезъ а. Опьдовательно, и отрицательные корви служать рьше- 
з!ями предложенной задачи, если мы будемъ откладывать выраядемыя 
ими дливы вибво оть точки Р, т.е. яЪ иапразлеши, протниоположномь 
1ому, которое оротвотвуеть положительнымь решенымь, . 


$ 289. Задача И’-СДоны: крузи свуентроль 0, обинз аб ар ощетрдиы 
АВ и хорба СР, нерпендикулярная къ АВ: незареужву яаоительный 
зарошь ко Ку. О, му Иажонру м въ лиМОн: г 
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Пусть.0д = В, ОЛ = а. Требуется виисать вругь @ въ-севюрь 270. 

Примемъ аа ноиззфетлую ето раддусь и попощныь @Т = 77-2 а. Прямая 06’, 

соедиизющая цеятры, провдеть чередт, точку касёышя Н двух. вруговъ 

и пересъчеть неизвестный кругь въ точеь 5. Касалельная 07’ воть оред- 

. няя. пропорщюнальная между воею офкущею ОН п ея внЪшвею Частью 09; 
сиздовалельно, 


оНх0% ила ал = 2. [9 
Раскрывая скобка и раслолатая по степенямъ неизвЪотной, получземы 


22 -- (В аа — 0, [о 
откуда 


г 


вожу, 
паи. повл упрощещя нодъ корвемъ, 


— Шуе = УЩЕо. [6 


Изрлфдоввийе. — Оба корня. очевидно вещестненные, потому что 
2ЕКЕ -- @) — подовийельное количество; и тахъ вакъ а меньше В, то по 
уравнению (2) заключаемь, что одивЪ корень — положительный, а дру- 
той — отрицательный. , 

Положительное рышаше а’ очень легко построить, замтивъ, `что 
радитать есть средняя продоршональная между 2 и Е + а, или, что 
одна и то же, между Вл и ВЛ и что, елъдоватеньно, онъ равень ВС. 
Изань. 

».- ВС — ВТ. 


Валвъ, поэтому, ВТ'-= ВС, чайдемъ отрёзокъ /Т, равный 2; онъ и 
будеть искомымь радусомь. Для нахождевй центра вовотвнмь въ Г 
перпендякуляръ Тб къ лайн АВ' и отложимъ на немъ отуваовъ, рав- 
вый УТ. 

Что касается отрицалельнаго рышеши =”, то по , божьнному зна- 
чело ото равно ВС -. ВЛ Ддя истолковашя этого рышены, замётимь, 
зто оно должно удовлетворять уравяено (1), т-е, обозиачая его червь 
{—2), хы можемь написать: 


ЕВ), плн (а— а) = В+ 28); & 


ай 
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Такое, именно, `уревнеше пришлось бы составить, всдибы требо- 
звалось начертить кругь, касательный внъшнимъ образомъ въ дугь ВС 
и кь продолженямъ даметра и хорды, и еслибы при этомъ мы обу- 
значили рамусь нскомаго круга черезъ а; въ этомъ леёко убедиться, 
сдфлавъ. соотвётствуюибй чертежь. Такимъ образомъ, отрицательный 
корень даеть второе рышене задачи; и дия нахожденя точка. касвия 
1’ новаго круга и давметра АВ достаточно отложить на этомъ даметрь 
виЪво оть В длину ВТ,, равную ВС, 

При этомъ можно еще замутить зто ращусы УГ-=Ва— ВУ и 
„Г, = В@-- ВУ откледываются въ противоположчыя стороны оть /, кахъ 
сазывають знаки при ихъ абсолютныхь вепичинахъ въ бормулахъ (3). 

Очевидно, что точки Т я Т, являются также точками насвщя двухъ 
другахъ круговт, разныхь первымъ, при чемъ центры ихъ расположены 
вине даметра АВ симметрично съ центрами двутъ первыхь круговъ; 
они также отвьчають вопрову. 

ели теперь поетазимъ себф аадачу-—впиасать кругь въ секторъ 
ВТС. то въ помощью подобныхь же разсуждев придемъ къ уравнень 


= — 2), ©) 


которов отличается оть (1) и не можеть быть къ нему сведено поередетвомъ 
измьненя знака при =. Не входя вЪ подробности этого новаго рьшеня, 
скажемт только, что отрицательный коронь будетъ соотвьяетвовать кругу, 
касательному виъшиимъ образомь къ дуг 4С, и что точни каваыя . 
дВУХЪ крутовъ съ дамогромь 4В мы получимъ, описавь изъ 4, кадъ 
изъ центры, полуокружность радуеомъ 40. 

Мы видимъ, что задача имЪъегь восемь рЪшен!й, нолучаемыхь изъ 
двухь уравненщ второй стенеки. . 


8290. Задача У-_Ризбвлить площадь круга райуса В концентрическою 
окружностью въ крайнемь и греднемь отношенён. 

Можно одфлать два предположения: 1) что ореднею пропорщюцальнов 
будеть площель, закзючевная между двумя окружнослями, 2) что сред- 
ею пропоршональною будеть площадь неизвъстнаго круга. 

Въ первомь олучаЪ, обозначивь ралуеъ искомато круга черезъ 
з, састовляемъ уравнеше задачи 


КН" —2*) 
Нея” ва 
илн ” 
ры вый, ви 
отнуда 


— =: Вх, нлп фт ы 


Первов изъ этихь уравнешй двегъ: 
=У5 


=: 


; .- © 
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второе же, отшичающевея оть порваго тояько здакомъ.при а, даегь: 


вау 3 


43) 


Изелфдовяью.—Эти четыре корня ноларно равны по абсолютной вели- 
чинЪ, но иротизополжны по зваку. Въ разоматриваемомь геометричес- 
вомф вопросф огрипательные кори ве ныфють значещя и потому 
долины быть отбротены. Что касвется положительвыхь корней, то 


первый, 


представляеть бльшую часть радбуса В, разфолекнаю въ врайнене ч 


среднем отношени: ов прямо отвьчаеть на попросъ Ашленя. Нинрой 
корень, 


ВУИ 


веть линёя, при бвлен которой въ прайнемь и среднемь оттношенён боль- 
май отрузокъ быль бы равенз В. Это рышеше, будузи больше А, удовлетво- 
рчеть ве предложенной зздачь, & другой, которая аваяется обобще- 
вемъ первой, имонно: 

Построить круги, концентричесьй съ даннымь, токой, чтобы пло- 
щадь кольца была средней пропорщюмолиной между площодяин двуть 
+ругов. 

Это новое наложеше но требует, чтобы ненанфатвый радусъ быль 
меньше Е. Понвгая, что ояъ больше И, увидоемъ, что повое уравнеме 


(27 — 2 В 


ве ‘отличается оть уравнешя (1); олфдовательно, и вюрое, и первуе 
рьщеня будуть удовлетворять звдачь. 

Предиоложимъ теперь, что среднею иропорцювальною между площа. 
димн давнаго круга и кольца будьть площаль неизнъетнаго круга; 
тогда уравнене задачи будеть слдующее 


оли и ее 8. 2 


Эю бнивадратное уравнене можно быпо бы рышить по павветаымь 
правитамь, но проще положить: 


37 == Ву; $3} 
тогда, по разквлени на Е* урвввене (4; приметь виды; 
ИВ 0; ^ ® 
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это уразнеше тождественно съ порвымъ уравнещемнъ первато случая. 
Отсюда заключаемъ, что отрицательное значеше у долине быть отбро- 
шово, в положительное значене предотавляеть Солишую часть раббуса, 
разрълениоло въ крайнемз и гребнемв отношенаи. Что касается раббуга 
2 неизвюстназо круга, то, на основан уравнешя (5), виз равень средней 
пропорщимальной между рабтуеомь домназо круга в амаченемь у. 

Че трудно построить веб три рьшешя этой задали. 


П. ЗАДАЧИ СЪ НЗОКОЛЬЕЕИИ НЕВЗВЬСТНЫии 


$ 201, задана У,-_Рычислить катешы прямоузольнагь треугольника, 
зная зипотенузу`о п фысоту №, опущенную изо вершины враною фола но 
аипотенузу. 
Пусть 2 и у будуть нонзвъстные калеты; теорема Пиоагора двегь 
первое уравнене: 
тие. ® 


Площадь троугольника, выраженная формулами Ин “>, даеть второе 


уравиошо: 
зной. ®) 


Удваивая объ части уравнены (2) и складывая затьмь съ урае- 
ношемъ (1), получимъ: 


ел 


Такъ какъ обь части послфдняго уравненя положительны, то извлекая 
ляъ нихъ квадратный корень, мы можемъ написать: 


эфу= Ума. 3) 


Наобороть, вычатая улвоенное уранневе (2) из (1), будемь имъть 


248, инди (2 у =а-2ав.^ 


ев. 


Предиолагая, что г — больший изъ катетовъ. навлекаемъ коревь изъ 
‚объихь частей предыдущаго уревиен!я: 


був ув Ш + 


Зная же сумму (3) п разность (4) неязьфстныхь, каходимъ самыя е- 
извЪетвыя: 


а — 3), 
[ы 
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Изояьдеванм. — Необходемое и достаточное уопоме вогможности за- 
дачи состоитъ въ томъ, чтобы значешя х и и были вещественными, 
т.е. чтобы было: ^ . 


. «>, и 15$. ® 
$ 292. амнане.—Эти поряренотра (6) не исключають продфльвыхь 


значенй: 


такт, накф м при такомъ предположени виаленя 2 и у остаютоя веще- 
ственными и положительными. Мтакъ, зти раненетва отнёчають низ 18а 
слфдующихь вопроса: 

1. оной аъ вевхь прямоугольныхь треузольниховь с даннаю высотею 
В нллетв нанменымую сипозтенуву? 

Фто—треугольникъ, гипотенуза, когораго равна 21; онъ _равнобедрен- 
ный, потому что вЪ этомъ случа 


ву2. 


2. Какой зов вобтб прямругольныть треузольниковь 5 обною и вою же 
ачпотенузою с млветь нанбольную высоту? 


В 
Это--троугольникъ, высота котораго раваа ©; олъ— рапнобедренный 


потому что въ этомъ случа 


$ 293. Задача Уп. Опредюлить стороны прямоуольнаго треугольники, 
аная сш площадь т" в ео периметуь Эр. 


Пусть г и у будуть катеты, а г-гицотенуза треугольвика. По условю 
задачи и на основаньг язоъотныхь теоромь имфемть: 


де 9". & 
э-У- [2 
Зи? = зу. 3) 


Умножая об части третьяго уравнения на 2 и екладывая результать 
еъ первымъ, получить: 


арии ту пла паи -нуА (4) 
Второе же уравнеше даеть: 


«Нуар, откуда (Ир 2. | 
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Приравпиваень другъ другу оба аначени (2 -- у)* изъ уравнений (4. {5}: 
ра 68%, 


или, посль раекрыйя скобокъ въ первой чаети, приведошя подобвыхь. 
членовъ и ДЬтешя обфихь частей на 4, 


рф 
откуда 
8} 


т) 


Изсявдоваще.—Такъ какъ аязчеше (6) для г должно быть положи- 
тельнымъ, то одно изъ условЯ возможностя задали выразится перавёа- 
ствомъ: и 


р>ж. 


Но 10 условю-— недостаточно: сверхь этого, значени = и у довжпы быть 
вещественными и положительными. Но уравнеше, изъ когораго опре- 
дБляемъ х п у, показыраеть, что если они —вещественны, то 08 они въ 
тд ме время п похожительвы: поэтому, достаточно написать условйе ихъ. 
возщественноеги, 1-е. что 


м ео, пли р’ жи — бр'ий > 0, 


Раасматривая первую часть; какъ разность двухъ квадратовъ, можемъ 
предетавнть неравенетво въ такомъ вил: 
фей ат УЗ) Эт У) >60. 
Здъеь. первый: миожитель-положителень, а потому’ необходимо. чтобы 
было . ри 

рее рт Узи, ® 
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Таково услове, которому. долины. удовлетворять р ии; изъ него 
можно вывести предфшы, между которыми межеть измфняться р при 
двнномъ чи, иди т--при данном р. 06% эти резульгать мы получимь 


сразу, полагая & . ВЪ самомъ дёлЬ, дёля 06 чаети веравенства (8) на, 


»?, находимь; 
я У +16. 


Завоь первый члену положителень; поэтому, чтобы неравенотвоудовде- 
творялось, х должно быть болЪе наибольшато или меньше наименьшаго 


изъ корей уравневя 2 УЗ 150, т.е. больше (И 2-1 } или 
меньше. (2 — 1). Но р, какь мы видьти, больто. ж слЪдовательно, 


отношение 1. но можеть быть мевыде (У 2 — К), а потому нсобеюдиио, 
чтобы 2. фыловльие (У 2 - 1}. Это усломе вкзлючаеть в себ и первое 
и явиотся, ноотому, единственным условюмъ возможности задачи. 
$ 284. Замёчань. Прямоугольные треутольникъ, периметра, котораго 
Зр и площадь эй, возможень только въ чомь случаь, воли 
о 
вру? 


отсюда заключаемъ, что . 


в<- ‚ ии тр (У2и. 


У: 


>в (У зу. 


Эти неравенства во ноключають предьльныхь равенетлъ: 


ш:=р(У 2—1), вен(У?+1), 


потому 310 й при тайнхь предположещыхь значены нензвбетныхь 
остаются веществемными и положительными. Эти прехьшьвыл зназеня 
отььзають па два слъдующяхь вопроса: 

1. Какой изь`велть пряжоуюльныхе треузольниьова сз одних и ттонь 
эке периметромь Эр иметь нанбольную площадь’ 

Эго-треугольникь, площадь котораго веть т? — {И 3-1}. Оль — 
равнобедренный, такь цожъ квтеты его будуты хузр 2/2); 
тинотенуза з=2(У 3—1). 

3. Кокой из ата прямоузольныть треугольниковь съ одною в тво же 
площадью т? имтеть нам мемьмйй перижетрь? 

Э1о— треутольникъ, периметрь котораго ость 2р -= Зм(И’2 + 1), Он — 
равнобедренный, тавъ какъ катеты его будут: #=у=ж И?) гипохе- 
вуза 2 == 2, 
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$ 295. Задача У—_Виисать 65 морг рабфуюй В цилинбрь, полная по- 
вержность которазо (аваючая сюда плюлцади обоить основан) равна тло- 
здадн круга сё даннымв радвусомь ть. 

Обозначая рещусъ основалйя цилиндра черезъ м, высоту его зерезъ у, 
получимь непосредственно изъ геометрш ураввешя 


= "— В, ол фату те кай ® 


послёднее уравневе, по сокращен! па множитень =, приметъ ввдь 
@) 


За7 + 2лу 


Ивъ уравненйя (2) выводит: 


1623 
Освобождаяер отъ, знамонатеня и дфлья приведевме подобныхь членовъ, 
пряхолимь къ биквадратному уравненю 


2бхи—— (ате 16? ре =0, 8) 
откуда 
_ об У са в 
в о ВЫ 
и, стьдовалельно, 
у РАВ с Бай, 5) 
у сете 


Изсяхдоване.--При одномъ взгляль на биквадратное урзвнене (3) зв- 
мъчаемь, ‘что еели аначены 2* вещеетвонны, 10 оба они въ 10 же время 
положительны; олфдовательно, каждое изъ нихъ дасть по одному веще- 
етненному и положительному значению х. Но условя, что 2— веществен- 
30 п положачельное, еще не достаточно: веобходимо, чтобы в у было 
таль же. А потому должно быть 

97» 0, пл ао ма. {6 
В Е 

Итакъ, задача будеть ныфть столько рёшени, сколько аначешй х, 
получаемыхь наъ формулы (5), удовлетворить этому услфвйь (6). 

Чтобы задача бына нозможна, явобходимо прежде вевго, чтобы зна. 
чевйн 2 бызи вещественным; дня этого, кёкъ ужо было срезано, доста- 
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точно, чтобы значенькя” были тако веществовными, а это усломе тре- 
уеть только отьлующаго неравовотва: 


(9-48 — 5 > 0, 


ый У ой рав + 5) >09. 
А лань кахъ эторой множитель положитедьнь, то веобходямо 


тя 4—5 


откуда 
‚ или < в (Узи. [©] 


Если это услоше выполнено, то наименьшее изъ значешй  воегда 
отвъчаеть на вопрост, такъ изкъ оно удовлетворяеть яъ то же время я 
поразенетву (6), -е. 


. и Уи ыы < 


иди, по оввобождещи оть зньменатолей и перенесени чденовъ, `- 


тт учи на. 


И въ самоиь дЬлЬ, если м бодьше Н. это перавеяство очевидно; а 
вели, наиротявъ, эн меньше Й, то, возвывивъ объ части черавенства въ 
квадрать, что возможно въ силу $ 204-го, такъ какъ 0б% онЪ поло- 
жательны, мы попучимти 


16° — Ели -- ни) ВЕ Е ВИН т? — бий, 
или 
20ж\ — 40Кунз 0, откуда и? 2, 


зто справедливо (ше противорфчить еторому предположению). Итонь, зи- 
дача всееди цытьеть ризивнуе, если выполнено услове (7), 

Чтобы наибольшее лэъ оначенЕй 2 также служило уышенемъ задачи, 
должно имёть мФото неравевство 
ое У ое 1 би: 
0 


ила, по оввобождещи оть знаменатедей и приведена подобныхъ членовъ, 


Ир ое — 
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Но прим меньшемь В 10 неравенетео невозможно, в, сльдовательво, 
второго рышеняа не существуеть. При т же больмемъ В 06Ъ части вера- 
зенства положительны, и мотому мы можемть возвести изъ въ квадратъ: 


бий {4 — бий «16ка— ВВ откуда ий >. 


Итакз, для гущьствованйя борта решен вй болено заключаться 


„ножду ЭВ и У 5-1). 


$ 296. Замфчане. — Разобраться въ полученныхь результьтахь, можно 
елъдующимь образомъ. 

Подотавияя въ уравненуе {2} на иЪъсто у его пололительное значеще, 
найденное изъ (1), пошучимъ для полцой поверхности цилиндра, эви- 
<анваго въ шаръ, слздующее выражен!е: 


те = Энае +2 ИВ»). 

Разематривая посл®довательныя аначен!я, черезь которыя проходить 
эта поверхиость, когда радусь основишя © возрастает оть © до нел- 
чины В радууса шар», видимъ, что она равия пулю пра х=0 и в0з- 
растаеть вмфотб съ х до нЪкотораго предфла. Послвдй можно вычис- 


авть, п, по предыдущему. овъ равеяь «КИ 5 + 1). при чемъ зпаченяе =. 
дающее этоть жазфиная, следущее: 


= И 06+ Уъ- 


При дальньйшемь увеличения < до В поверхвосль умепынается до зня- 
ченя 2=8?, соотвётствующато тому случаю, когда высота разна вулю я 
цилиндрь праводится въ своимъ двумъ основашяыь, которыя пред- 
ставляють два большихъ круга, Воарастая оть пуля до энизиньн а и убывая 
ат таадтит’а до 2=В?, поверхность цилиндра проходить, очевидво, два 
разв черезъ вов зпачевя, заключающияся между талилмии-омь и 25", 
и одинъ разь черезъ значеня, меньшия 58°. 


$ 297. Н\который захачи значительно упрощаются при удач- 
номъ выборё неизвфстной. Раземотрииъ два примфра: 


Задача 5. — Найть четыре числа, составлихтуить пропорцю, аная 
сумму средних 28, сужлу крайниль м сумму квадразовь встть чевы- 
рехё членовь 49%. 

Примемъ за ненавьстную = произведен средвнхь чяезовЪ; твиъ 
какъ сумма ихъ 25, то по 8 256-му ови предетавляють ворны уравиеня 


` 2 — ве +=, 


т.-е. равны 


Тань какъ произведен! крыйнихь чдововъ рёвно производеную средних, 
то также увидимъ, что крайше чиены равны 


И в у-Уй-ь 


Составляя сумму квадратовъ этихь четырахь выражен, находим: 


4-49 


слвдовательно, уравнене задачи будегь: 
Чит 45 — 4 = 4. 


Иэъ него опредфняемъ 2; тогда члены пропорщи, по выполнешы вевхь 
дъйстьй, примуть елъдующ видь: 


ЯНУ з4Ив-я Уф”, "—Уз—#. 


- Замёчане. — Естественно принять 28 иеизвфотную проиаведоше сред- 
нихъ, тькъ какъ оно для каждой пропорши можеть имЪ\Ь только ` одно 
значеще. Разыскивая же, напр, одинъ изъ средних, мы находили бы 
заразъ (повредствомъ одного и того же вычиелен:я) оба среднихъ, тахъ 
какъ они въ самом услойи задачи вичъмъ ве отличевы другь оть 
друга. Сльдовательно, ураваеше было бы, по крайней мфрЪ, второй 
степени. 

Чтобы задача была возможна, долины существовать неравецетоа 


и<Ф, #<г. 


8 298. Задача Х.--Ниймни иропорцёю, зная сумму 4з ветть ея члемовь 
сужу 44? ить квадратовь и сушну 46 изо кубовь. 

Примемъ за неизвъствыя разность 4х между суммою крайнихь и 
суммою ереднихъ членояъ и проязведене у крайвихъ; обозначивъ черезъ 
а, В, с, 4 члены пропорщи, будемъ имёть: 


аа ева \ й 
а 4 е+ вв, } и 
откудь 


48-2, 
Бен, 


Алакъ вакъ .-: 
ау, =, о 
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то для а, 8, с. Я найдемъ епьдующия аначены ($ 2:6; 

аа | 

яние | в 

И ти 

2-8 

вм нетырахь квадрахов, ваходамы 
8’ 2—9; 


лазже пзпщемъ в сумыу зетырохь вубовъ: 


‹ 


Отсюда, составляя в 


168(52 + 822) — 125. 
Сльдовательно, будуть уравнешя: 


ве чу, | 
28в(5? -- зая) — 19ну = 


или, шо раадфленри на & объихь частей каждаго изъ илхт, и перенесен 
члевавъ, 


} о 


12а? — Зву 4. 


Рашая эту спазому, находинь: 


Подставиьъ нейдевныя значевшя х и у въ формулы (1), попучиыъ веь 
четыре члена пропорции. 


УПРАЖНЕНИЯ 


, Два путешественника отирзоляются одновременно: одннь иаъ 
точки В но направлению къ точкВ С, другой изъ точки С’ по направле- 
шю къ В. 06& идуть съ постоявяою скоростью. Об эти скорости 
находятся въ такомъ отнощених, что первый прибываеть въ С спустя 4 
часа послв ихъ вотрёчи, а вгорой—вЪ В спустя 9 часовъ посль вотрьчи, 


.Узвать отношене скоростей, 


бт. Называя скорости черезь = и черезъ у, разолояе ВС черозь 4 и 
разотоне тозви В до зочЕн вотрёчи черезъ 2, соетавляемъ уравнения: 


2. _ 4—1! 4—# 
ы у 


ГЫ 
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откуда находимь: 


Е 


1. Найти такое двувначное число, которо, будучи разльлено на 
произведен цибрт, изъ которыкь оло составлено, ладо бы пт застномъ 


1И. Найти такое треханачное число, чтобы средняя“ цифра была еред- 
нею пропорщовальною между крайними, чтобы само число находилось въ 
такомь же отвомеши къ суммЪ его цифръ, какъ 124 къ 7 и, наковедь, 
чтобы посль прибавлешя къ нему 594 получалось обратное число. 

бть. 248. 


ТУ. Найти 5 чноелъ, каходящихся въ ‘арномотической прогреесв, 
зная ихъ сумму 5а и ихъ производеме 1*. 
отв. Средийй члень равенъ а, & разносль прогресеш у опредбдяется 
иаз, уравноня 
дау* — Бам 4 8 — =. 


\. Найти четыре чисна, находящихся въ ариеметической прогресам, 
1 
зная ихь сумму 4а и сумму воличань, образныхь инъ, |. 


@тв. Представияя четыре лена прогресс черезъ 2—3, 2-5, =--у, 
=+-Зу, паходимь что 2-4 и что у опродёлитея изъ уравленя 


Эр“ + 0а(2Ь — ада 444 0. 


УТ, Проввсты къ кругу С изъ точки 4 свкущую данной дривы {и 
опредфлять условя возможности построензя. Даны: разстояще а точен 
до центра и радтусъ врута К. 

отв. Называя черезъ у перцендикуляръ, опущенный изъ кояца сВкущей 
ва даметръ, проходящй черозъ точку 4, я чорезъ 2 разотояще осно- 
зая отого пернендякулярь до центра, находямъ: 


ав И -В-ара_В) 
За" т? 


Условы возможаосги слдующия: веди точна, 1 находится въ круга, 


1958-Е, Гра Е. 


то 


а еспи точка ввутри круга, то 
«Ва, рва. 


УИ. ИзвЪотно, что полярою точки А ‘относительно круга радуса В, 
центръ хоторато находится въ точкВ 0, называется перпендикуляръ къ 
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ОА, проведенный черезь такую толку Х этой прямой, чо ОХХОА- В. 
Сирашавается, можеть пи существовать такая точка М въ плоскости 
дяухь кругов ращусовь В и Е’, которая имфла бы оду и ту же ло- 
пяру относительно обоихь крутовъ, 

тв. Дия этого необходимо, чтобы круги ве переовкацись; и если ато 
уелове выполинешо, то, обозначия черезь 4 разстояве центровъ, найдент, 
что разстояе 2 полюса до центра круга В выразится слфдующинь об- 
разом: 


вт УВЕ ати. 
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УШ. Дахъ шаръ рауса Е. Требуется разсЬчь его плоскостью такъ, 
зтобы объемъ наименьшаго изъ двуть подучающихся при этомъ сфериче- 
скихъ сотментовъ быль въ давномъ отношеши т къ объему конуса съ 
тьмъ же основашень н съ вершиною въ центр шара. 

тя. Находимъ, что высота сегмента выразится форнулами: 


Ра ДС УСЕНЕЛЙ 
" Эт 1 
1Х. Та ве задача, но зоршияа хонуса помфщена теперь въ кондь 


даметра, перпеядикулярнаго къ общему основайю, и, именно, въ том 
конц, который находится въ большемь иль согмевтовъ. 


отв. Находим; 2—0, эВ из —Уви 9. 
В т 1} 

Х. Давъ шаръ радуса В. Требуется разезчь его плоекостью такъ, 
Зтобы поверхность меньшаго изъ двух шаровыхь поясовъ, образую- 
зщихея при этомтъ, была въ двнпомь отпощени 2 къ боковой поверхности 
конуса съ тьмъ ше основащемь н съ вершиною въ центрь шара. 


Отв. Находимъ, 370 высота пояса 


Е: 


== ЗиеВ. 
#— ия. 


Х!. ТА жь задача, во зершинь конуса помъщеаа тецерь въ конт» 
„Щаметра, поривидикулярнаго къ общему освованию, и, имено, вЪ томъ 
конц, который находится зъ большемъ изъ согмеятозт. 

0тв. Находниты 


ХИ. Раэдлить транешю съ основанями д и $ лишями, параллель 
выми основаньтиъ, на три части, пропорщональныя , п, р. 
отв. Называя черезь 2 и у дивы обЪихл, параллелей, находим: 


Ир дей 
о тр яр.” 


” 1* 
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ЖИ. Винсать въ кругь радтуеь В равнобедренный треугольникь, 
зная сумму а вто основашя съ высотою. 
Отв. Называя через & половину основан и через у высоту, ваходимт: 


— 24а — В Уч" 2ав в Е ЕЕ ИАЕ 
= в -' 5 


Ивсдёдовать и построить эти рышены; опрехвлить услоша возыож- 
ности, & также, въ кажомъ олучаф будоть одно или два решеня. 


ХГУ. Двяъ четыроугольникь АВС. Требуется построить другой че- 
тыреутольвикь 4”В’С”Т”, стороны которвго были бы соотафтотявиио па- 
раллольны сторонзмъ порваго и находились бы оть нихь на одинако- 
вомъ разстояни, и при томъ такой, чтобы площадь между периметрами 
обоихь мнотоугольчиковь была равновелика площади квадрата эи?. 

Отв. Предположим, что четыреугольникь А’Р/СТУ заключает вт; себБ, 
АВСР. Обозначая через Эр периметрь даннато четыреугольника, через 
з сумму соровь половивныхь угловъ этого четыреугольника и череаъ 2 ^ 
разстояше между параллельными сторовами, составимъ ураввоне 


ва? 4 Эра — т? = 


Изельдовать это рышеню. Ионытать, мометь ли быть истолковачь 
отрицательный корень при томъ предположенш, зто четыреугольникъ. 
АРЕСТУ находится внутри четырвугольника ВОР. 


р . в 
ХУ. Даы два круга радусовь ® п и: порой касается норваго 


съ знутрелной стороны, Тробуется провооти троп вругь, касалельный 
въ обоимъ давнымь и къ дамстру, соеднняющему центры посдъдаихъ. 
бтв. Обоеначая черезь 2 ращуст нокомаго круга и черезъ у разотолне 
центра перваго круга до точкя касвны съ Маметромь веизвфетнаго 
круга, находимь: 
и —1) 3—® 
Пири №, УДГ А 


У. 


2)а2= 


Изелфдовать и поетроить рышения. 


ХУ. Вычисльть три стороны ш, у и 2 треугольника, если иавъотно, 

что объемы тьлъ вращеяйя этого треугольника около каждой изъ ео 

сторонъ соотвфтетвевио равяы объемамъ трехъ шаровъ радусовъ =, ит. 
тв. Находныъ соотношеня лв — у =, откуда 


16 


ЕТ 


Ув 27 выразатся подобвыми же формуламя. 
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ХУИ. Вписать въ шарь радуса В пилиадръ, объемь котораго быль 
бы равень сукмЪ объемов сфервческихь сегявитовы съ тёмъ же сё- 
мынъ основавемъ. 

Отв. Назызая терезьх радусь ослованы цилвидра и черезъ у высоту 
одного наъ согыентовь, ваходимь: 


р. МУЗ, в Уз 


2) 2-6. и=9. 
Иостронть рышене. 


ХУ Давь кругь радуса В; черозь точку 0, лейвщую въ его 
плоскоети, велемъ каевтельную къ круку нозатьмъ вращаемъ заразъ, 
около шаметря, проходящаго черезъ точку ©, кавъ касательную, такъ 
и полуовружность. Требуехея опредьлить точку С такъ, чтобы поверх- 
вость конуса, происходзищаго оть вращеня, ваходилась въ давнонъ 
отношения р въ поверхности парового чеяса еъ тёнъ же освованюмъ. 
происходящато также отъ вращешя и занлючающагоея внутри конуса. 

тв. Называя черезь о разстояве точки С до центра н черезъ у раз- 
стояне центра до общаго оевовашя, лаходимъ: 


Е: 


По р ИВ. у 


2р 
3 г=Е. и=в. 
Насльдовать эти рымена. 


ГЛАВА ПЯТАЯ 
Н&которые вопросы © тахиват в пита 


$ 299. Опредьленя. — Количество х называется пефемънною ве 
завненмон, если ет нежно придавать по произволу каюя-ттодно 
значения. А лтебраюческое выражеше у назызается функиею нере- 
ыфаной 2, если ово заваснть отъ посафдней такимь образомъ, 
что для каждаго значения 2 пранимаеть единственное и опрехфлевное 
зваченю. 


$ 300. зафнени, махииии к шанинна фунии, — Бони значеню, 
придвевемое д, будетъ непрерывио зоёрастать, то значеше фунвя 
стансть изменяться: но 056 можеть быть 10 возрастаюниуть, то 
убываницимт. Коди функция йоф возрастающей переходить и убы- 
зающую,-то говорать, что оня проходить черезь зналйзтияе, а. если, 
эаобороть; Оша. изъ убызающей. переходить вы зовраслакиную, то 
позорать Ч оф проводить ера ибо =. : 
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Мы не будемъ здесь излагать общихь методовъ, употребляемыхь 
дла опредёлещя шахьиа и ииаила функзЙ; эти методы будуть 
изложены во второй части. Назиа цВль только показать, кавъ из- 
слфдован!е абкоторыхь задачь второй степени даеть возможность 
`увналь предфлы, которыхь функщи не могуть перейти. Дфйстви- 
тельно, если хотять функшию елфлать равною нфкоторому данному 
количеству, то обыкновенно задача бываеть возможна только при 
ифкоторыхь услошнхь, Въ большинствв же случаевь необходимо, 
зтобы данное колвчество завлючзлось зЪъ ыфкоторыхь ирелф- 
лахь, которые опредфляютея при изслфдовашн и указывають наи- 
большее и наяменыиее значене; воторое можеть принять фунецёя- 
Мы уве всурфчали нЪкоторыя изъ этихъ задачъ въ предыхлущей 
тлав® (98 291, 293, 295). Раземотримь еще нзеколько другяхъ 
приировъ. 


1, Махтини или иромом ФУНЕЦЛИ ОТЪ ОДНОЙ НЕЗАВИ- 
СЕМОЙй ПЕРЕМЕННОЙ 


$ 301. Задача 1. — Раздъмиль данное число 2а на дть` части 
‘произведен которьигь’ было бы наибомышее (тахётит,). 

Такъ какь каждая изъ частей меныйе 2а, то произведеше 
меньше квадрата 2а; слЁдовательно, существуеть шахпиат. 

Обозначимъ одну изь частей черезь х, тогда другая будеть 
(2а—2), а произведеше х2а— 2). Приравияваемъ это пронзведене 
данному количеству жи, Т.е. полагаемъ: 


22а—®=в, 
или “ 
27 — 25 + т=0 _ (1) 
Отеюда сл®дуеть, что 
==, >) 


Дия возкожности же задачи необхолино, чтобы значешя 2 бызи 
вещественными, т.-е. чтобы т не превосходило а*. Потому; если 
можно принять а’, вакъ значене т, то это будеть шахииии произ- 
веденя. Полагая та’, взъ формулы (2) получимь х=а, 
в, сяЁдовательно, 2а — г == а. Эти рынешя могуть быть приняты; 
итаЕЪ, зинобы раздьмить чыело на деъь части, произведеще которыть 
был бы. тазжитит, надо ею раздьминь на деь равныя части. 
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Минни ие существует, такь кавкъ можно иридавать #4 какое- 
угодно значене, меньшее а’: рёщеше будеть зсегда. ` 

Можко доказать эту теорему прямо. Обозначимь одну изъ частей че- 
резъ (я— я), дуутую через (&--2); ихь произведеше (а—2) (а), 
или (а — 4), всегда меньше а', и будеть лЪмъ больше, чфиъ 
меньше 2. Олждовательно, пахииии соотететвуеть шиншиогу #”, 
т-е. случаю, вогда д =0, или, что одно и 19 же, когда каждая 
часть равиа а. 

Легко при этомъ заыфтить, что произведене равно нулю, когда 
первый иножитель раневь нулю; что оно возрастаегь вифот® съ 
ртимь множителемь до шахишио’а в что затьиъ оно убываеть и 
обратится снова въ нуль, когда этоть множитель сдфлаетсея рав- 
ным Эа. 


$ 302. Эта задача дать отёбты на слёдующие вопросы: 


1. Какой изь вевгь приноузольниковв с5 обнимв и иньмв же перимет- 
роз Эр ильста намболищую злощавь (таофтит)# 

Сумма освовзяя съ высотою постоянва и равна р; схьдовательно, 
площадь, измЪряемая ихъ произведенемъ, достигаетъ шахнаопуа, когда 
объ стороны равны. Итакъ, прямоугольникъ тахрцию (съ шахнаитомъ 


1 
пзощеди) есть квадрать, сторона которато 5. р. 


2. Какой изъ ветаь шреугольниковь сз одкижь @ тльма ме перижетролб, 
Яр и съ абызиб м вмзмв ре основащема а будет ижвть. наибольшую. 
площадь (толебтит)? 

Площадь треугольника, стороны котораго а, 5, г, равна 


ы Ужь —®@—В (р— 9). 


Она доститаегь шахиниш"а одновременно съ 56°. А такъ какъ множители 
ри (ф—а) — яостоничые, 10 можно ихь опустить м ограничиться опре- 
дьшещень шамплит"а проназедешя (р— в) (р— <), ТАкъ кавъ это по- 
схднее произведене возраствегь и убываегь вмветь еъ первымъ. Сумма 
же двухь множителей (р —5} я (ре) постоянна и равна а; сиВдова- 
тельно, произведен будеть шахинии, если оба множителя между собою 
равны, т.е. ели ь = с, или, что одво и то же, если треугольникъ —разко- 
бедренный. 


$ 303. Задача К. — Ризломнить число р* на два, нолодеительныхь 
„множизтеля, сумиа которыль была бы нацменыиал. (тзйтит,.. 

Покавемь, что стима будеть пииуийиеи, когда оба незя, Хваны р. 
Мы довавахи (8 301), что. вон сукна двухь чабежь ранив: 2 то. 
ихь пронзводвийе ве превишаесь, г, те 
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щеть достигнуть р’, а потому, чтобы произвехее равнялось р”, 
необходимо, чтобы сумма, по крайней ифр®, была равна 2р. Отеюда 
завлючаемъ, что 2р ееть ттивит суммы хвужь чиселъ, произве- 
деве которыхъ равно р”. Такимъ образомъ мы приходииъ къ теорем\: 
ЧФиобы разложить число на два множителя, сумма которыть была 
бы лизиуиит, надо ею разложить на два равныхь множителя. 

Для рАшены этой задачи можно также приложить методъ 8 3071-го, 
Въ саномъ дВл», обозначим одинъ изъ множителей черезь 2, тогда 


другой будеть — 2) о ы вв (2 +7. 
даниому  воличеству п 


Приравыиваемь э1у сумну 


откуда 
= >. (2) 


Для возможноети задачи необходимо, чтобы значевя х были веще- 
ственныя, т.-е. чтобы 2’ было, но крайней м®рЪ, равно 45°. Отсюда 
вытекаеть, что если мы можемь принять 27° == 49°, наи т == р (речь 
здЪсь идеть о положительныхь числахъ), то 2р будеть пали 


суммы. Нолагая же м == р, изъ 4юрмулы (2) найденъ = ‚ или 
==р. Это рёшене можеть быть привято и приведегь кь выше- 

изложенной теорем, 

'Махниии’а ить, тавъ какъ задача зозможна, каково бы ни 
было значеше, нриписываемое т, лишь бы оно было больше Эр. 

Тавииь образомъ сумна двухь множителей, ‘значаяё очень 
больтая, когха х очень мало, убываеть при возрастаия х, пока 
не достигнеть тшициталга 2» затЪиь при безиредфльномт в0з- 
растани х она также возрастаеть безпрелёльно. 


$ 304. Эта авдачв даеть отеЪть на олёдующй вопросы: 

Какой ма ветьгь прямоугольныковь сь одною и тою же площадью я? 
ииъеть Навленьиый перияетрь (ттбтит)Р Не трудно убъдиться въ 
тоит,, что это — квадратъ, сторона котораго в. 


$ 305. Задача Ш.--Вз треугольниюь, основанйе хотораго 6 м высота й, 
вписать прядоузольникь сз наибольшею (твьбтит) площадью. 

Чтобы виисать въ треугольникъ прямоугольниЕъ, проводвиъ какую- 
нибудь прамую, паразаельную основаню и ‘изъ зочекь ел пересзченя 
въ двумя другими сторонами опускаемъ перпендикузяры на. основа. 
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Понятио, что соли царалиельная проведена вблизи вершины, то площадь 
прямоутольника будеть очень мала; что пнощадь эта возрастаеть до 
ифкатораго иредфла по мёрь удаловя параллельной прямой оть вер- 
шивы; затьмь она убываеть до нуля, когда параллель безпредъльно 
приближается кь основан!ю, СлФдовательно, площадь ныфегь шахуопи. 

Обознвчнмт, черезъ & вывоту и черезъ у основав прямоугольника 
(соотвётственно парахлельный высот® м основанию треугольника) я при- 
равняемь его площадь ланвому количеству #: 


аут. а 


Изъ теометИн находим безъ труда такое соотношевуе между пере- 
ыъввыми ин у: 


[2 


которое дветь возможность исключить у изъ уравнемя (1). Такныъ 
образом 


Фжв— т 


т. 3) 


в 


Вывото того чтобы рышать это урапяеше и посльдовать условы, во- 
торымт должно удовлетворять, чтобы х было вещественнымь, можно замъ- 
тять, что шахипии"ь доетигветь одновременно какь выражене (3), такъ. 
и произведение х (в -- 2), ошичающевся оть перваго только постояв- 


ь 
нымъ множителемь .. Но дев множителя ги (А — 2) ичфють постояи- 


ную сумыу й; поэтому, ебли этихь множителей возможно сдълать рав- 
ными, то мы получим неномый тахшиил. А чтобы ихъ сдъшать рав- 


ь : 


могуть быть привиты, ИтавЪ, чтобы описать 65 треуольниюь пря- 
ноугольнихь тажбнит (св наибольшею площадью), нидо провести черезь 
средину высоты прялиую, параллельную осиозанёю. Площадь такого пряио- 


А 
утольника равва ';, 1-е. собавляеть половину площади треугольника. 


$ 306. Задача 1. — Около шара данназо райуса В опчеать конуев съ 
мамменьиль объемом. 

Чтобы описать какой-нибудь конусь около шара, раасматриваемъ 
одннъ изъ большихъ круговъ; проводимъ-вЪ немъ произвольный д/аыетръ. 
и въ вонць ослФДиЯягО васательную къ хругу; затвыъ ведемъ еще другую 

какую-нибудь касательную в продозжаемъ. ее до вотрьчи: съ одной бтб- 
роны, съ первою касвлельною, в съ другой-—до нотрьчн въ меметроме, 
Треугоабнижль: образованный этинн треми прямыыи, вывотв ‘съ иполу- 
озружностьр`вращаемъ вокругь даметря: огъ опишеть хонусь. 

Но трудиковы тать, лто’Богда ВТорая КасАТельнах почзй: ‘зараляельна, 
оси, высота” "ВОвуса. очевь: зади, э потому: в объемь`ого: чфебвычайко 
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великъ, до мзрь`ме нанловоя касательной объежь уменьшается до 
въноторего продфла, посл® чего начинаеть безкредьльно расти, потому 
что когда подвижная ‘масалельная стремится сталь пвраллельною не- 
подвижиой касательной, основав1е раслетъ бвзпредьчьно. Слдовательно, 
дя‘ объема существуеть облил, . 
Чтобы его опредфдить, назовемъ высоту конуса черезъ =, & радусь 
его основашя черезъ у, и приравнаемъ его объеиъ данному кодичестве т: 


уе». 9 


Изъ, таометия безь труда получаем, между перемфничии 2 п. у, 


оотнонен:е 


2) 


8 


Майто % мы могши бы найти, рышивъ это уравнеше и изстьдовазъ 
услишя зазмонности задачи, Но проще зам лить, что множитель 1 Е", 
какъ постоянный, можно опустить и что шнилиип выраженуя (3) насту- 
паеть одновременно съ шиипиш’омъ выраженя = т Натали же этого 
посльдвяго соотьфтествуеть тахшиит’у обратваго выражения ^ . 


Сь другой же стороны, имъемъ тождественио: 


о-ва | 


и видимъ, что волм не обрыщать внимавя на постояаный множитель 


1 . 28 28 

Эд › то произведоне -7 (1 — "_^) состонть изъ двуть множителей, сумма 
которыхъ постояниа п равна 1; слфдовательно, шаахуити наступить, когда, 
. 1 
оба иножвтеля будуть равны >, т. 
можеть быль принято, такъ какъ само х можеть измьняться оть Е до 
безконечности. 

Такимъ обрьзомъ, описанный вохруев шара конусь зыиётнт (25 нац- 
„меньшиит объемомз) шипеть высоту, равную удвренному Флметру шара, 


. когда будоть х == #Н. Это значе х 


На основаны формулы (3) обемь ео равен $ 28°, тов. раенв убвоен- 
ному объему шара. Основан его ту", получаемое изъ уравнения (2), равно 
2», те, оно равмо удеренной площади большею круга. Наконецъ, полная. 


зо поверхность ту НУ 2 равна 818”, 5-е. она равна убвоенной 
поверености шара. ; 


— 267 — 


$ 307. Задача У; — Нити, между акими предьлами можеть 
изильняньюя третилень ал -- Бт + с. 
Нревде всего приравняемъ этоть трехчлень я - 


ай м ем. а} 


Рыпая это уравнен:е, ваходимъ: 


тегу 2 
о. (2) 


Задача вОЗможий ТОЛЬЕО ТОГДА, БОГД 
$: — 4е {- Чаи > 0, или 4ат > 4ае — №. {3} 
Но чтобы получить изъ этого неравенства предфль для т, при- 
дется различить два случая. 
1. Всль а положительно, то мы можемь раздблить 0бЪ чаети. 
неравенства на 4а ($8 210): 


- 48— № 

а. [© 

Итакъ, ВБ этожь случа зиретчлень можеть принять всякое зма- 

чене большее р 0% жжет пинме достнануть этою 

зредъьла, который является ею наименышимь значещемь (пизтиин). 

2. Еели а отрицательно, то дфла обЪ части неравенства (3) на 
Аа, изныЪинемь его смыслъ (8 210); тогда получимъ: 


46 — 
п. (5) 
Итавъ, ВЪ эюмъ ны зерехчлень можеть принять всякое 
В За — , 
значеше меныше —————} онъ' можеть таке досяиннуть этою 


зредюза; который лвлненкся ею наибольитть значещемь {тахитит), 
Вь важдомъ случа, при наименышемь или. наиболылемь эна- 
чены чз, радиналь обращается зы ярь и соотерлственное звачеще 


ь 
и — а, А 2 
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Телерь легко можно изучать изифневя трехчлена, `Въ. самоиъ 
ДВдЬ, мы видали ($ 255), что трехчлень всегда можеть. быть 
представленъ.въ видф: 


$ 4ае — 
Дема 


#9 когда, 2 непрерывно изыжнлетея оть — со до -- с0, члеиъ 
(+=: ‚ будучи вебгда. оитетьнюь, с удоть уменьшаясь 
хть + со, обрашается въ нуль при х — — Эа» затфыь возраетаеть 
до -|- со: его плайиии ееть нуль. Количество зЪ скобкахъ, отли- 


чёзеь отт раземотрёвнаго члена только на постоянную величину 
4 — 


‚ также уменьшается оть -- оо и доетигаеть сноего шиц- 


4ас Ы 
“Е #= 5, послф чего безпредЪльно зозра- 
етаеть вифстВ съ =. Когда же, для полученя трехчлена, мы умно- 
жинъ выражене въ скобкахь на @, то полученное произведене 
будеть изывнаться въ тоих же смысл», если а > 0, и въ обрат- 
вомъ, если а < 0. 

Слфдовательно, если @ положительно, пю зирежилень от -- © 
4ае — И 


‘уменьшается 00 ньзоторне зитйнияга да › Затьмь води 
таеть 090 -|- со. Если а отрицательно, то онъ сть — об возрас- 
сое, 496 — - 
звасть 00 мкоторию тахбтитга — к ` 0ж убмаень 
и 


90 — 5. 


$ 308. Задача УГ. — Найти, между какими прейълами можеть 
изминятьея дробь 

и 6х ее 

в ИЕе. 


Приравняемъ прежде неего это выражеше 9: 


2 8 1 


= м. (1) 


Отсюда выводичт: 
@— ету - ® — Вт -- ее) = 
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что даеть: 


—@Ы— т) = У —Ъж— Ча вт) — ет) 


ы 2{а — ат} 


Располагая члены подъ радикаломь ло степенямь эм, пишемъ; 


{$ Рн)И бд, —Зас- Эва т "Ча © 


Зет) 


Чтобы задача была зозможна, надо выбрать значеше для т 
такъ, чтобы количество водъ радикаломъ не вышло отрицатель- 
вымъ, 1.-е. чтобы было: 

6 — чит — ЗУ — 2ав — едт чае) ано. (8) 

Различижь три случая. 

1. $" 4%’) положительно. Въ этомь случаЪ, если корни 
трехчлена, составляющаго первую часть неравенства (3), неще- 
ственные и неравные, трехчленъ бужеть положительнымь {8 266), 
т.е. отъ будеть того же знака, какъ и первый его членъ, для 
вевхь значенй р меньшихь напмепьшаг изъ корней и ббль- 
шахь наибольшзго изь корней; опъ будеть отрицательнымь для 
веЪхь значенй ж, взятыхь между этими кориник. Слёдовательно, 
для 2 можно дать только два. рндя значенй: одинъ, завлючающий 
вс числа оть — со до нёименьшаго изъ корней, который будеть 
зпажииит`ома, другой рядъ, завлючаюний вс числа отъ наиболь- 
наго изъ корней, хоторьй! будеть питтнитомь, до | со. 

Если, напротивъ, корни трехчлена — вещественные и равные, 
или мнимые, то трехяденъ для велкаго значешя э сохраняеть 
зпакъ своего перваго члена (88 267, 268); сл довательно, трезчленъ 
всегда положителенъ, и и можеть принимать веЪ значеня безъ 
исключешя. Въ этомъ случа ньть ин шахиоив’а, ия пуапииига. 

2. ($ — 4’) отрицательно. Въ этомъ случав корин трех- 
члена никогда не могуть быть мвимыми, тавъ какъ; если бы это 
было возможно, трехчлень быль бы отрицательнымь для всякаго 
зназеши зе; сафдовательно, соотьЗтетвенных зназешя т и х вн- 
когда не. были бы заразъ  вещественныив. Но’ тавое. завю- 
чене. не допустимо, такъ какъ, по’ самому ввху уравнешя (1) за- 
ключаемъ, что при веякомъ. веществевномь эначендя х`кодичество ли 
также позучить соотефтетвенное вещественное: оначеще. Себлова- 
тельно, корни: кеществолние, Но’ они: не: 
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чотому что-вЪ ТАкомЪ случа® трехчлень быль бы отрацательнымь 
пря вобхть значеняхь р, кромВ одного (6.267), при которому онъь обра- 
тился бы въ нуль; зкачить, соотефтственный значешя # их были бы 
заразь вещественными только въ одвомь случа. Такое завлючеще 
тоже невозможно, такъ кавъ но самому виду уравневшя (Г) можно 
замЪтить, что вел разь какъ только мы это ‘предволожимъ, 
дробь (1) перестанеть завиеёть оть 2. СОлФдовательно, кории трех 
члена вещественные и неравные. Итавь, трехчлень положителенъ, 
т.е. знакъ его’ противоположень знаку его перваго. чавик-ддя вся 
каго. значеня т, воятаго между корнями; онъ отрицателену Уля: вен- 
каго другого значенйя. Поэтому количеству и можно придавать ‘Кблько 
значешя, зежания между ваименьшимъ изъ корней, хотюрьй и есть 
энии, и наибольшимъ, который есть тажитит. 


3. (65 — 4'е') равно нулю. Въ этонъ случа количество шодъ 
знакомь радикала--первой степени относительно зе: поэтому, рф- 
шаемъ неравенство (3), ввкъ было показано (8 210). ИзвЪстно, что 
здесь будеть шахиаит или шшипаю, смотря по тому, будеть ли 
т отрицательно или положительно. 

Итавъ, чтобы выражеще (1) имо талитии и тётйтит; не“ 
обходимо и достаточно, чтобы корни третчлена, образующаю пер- 
вую часть неравенства (3), быди вещественные неравные: эти корни 
и будуть талбтит’омь и третиигозь, соотвьтетвующя же зна- 
чешя 2 опредълятея изь формулы 


(6 — фт 
2 — аз)’ 


ослы зажьнить в. ней т этими корнями. 


309. Измфненя выражения В — Если хотимъ опре- 
дальть измфневл. которымъ подвергается дробь второй степени, 
ОТД 2 возрастаеть оть — со до -- со, то прежде всего опредфляемъ 
по предыдущему способу ея шахришиа и пишниит, есля тольБо 
она вхъ имфеть, а также соотвётствующя значешя х. Затьнь 
приравниваень нулю послфдовательно чнелитель и знаменатель 
дроби, чтобы опредфлить значеня 2, обращающуя ее въ вудь или 
безконечвость. Наконец, опредфлнемь частныя значешя дроби, 
соотвётствуюлия 2==-00 и 2-0. Изь нолузенныхь такимь 
образомъ значенй перемённой составянемь таблицу, располагая 


ихь въ зозрастающень морядкВ; подъ нимЕ же поибшаемь еоот- 
вётетвуюшыя значешя функщши. Отсюда легко вывести искомыя 
изм#неня. Приведемъ прим ръ. 


Пусть будеть дьва дробь 
= —3= 42 
яв 


Такъ какъ (5 — 40/7) положитеньно, то приходимь къ первому случаю; 
приравнавая дробь количеству ш, найдемъ стдующЕ корни третчлена: 


зи’ воть тахувии, я” пшзоноан, Соотвяелвующуя зваченя 2: 


10-6 УХ м =1068И> 
Значеня г, обращающуя дробь въ нуль, продотавляють вории уравнения 
3-80, 


т-ь. Ти 2. Зивчевя, обращающуя ее въ безконечноеть, представляют 
корни уравненя 


2_— 


т-в.—2 и +. Навонець, при =--о дробь прицимаегь авачоне 1, 
при 2-50 ова равна — 1, 


Такимъ образомъ, предложенная дробь можеть быть написана въ 
вид: 


”) 
2-9’ 


Составляемь теперь таблицу: 


Е, О 0-6 © в 04вУь + 


й 1 322 3+2И 
О 


При воараставх 2 отъ —с> до—2, у, оставаясь положительнымъ, 
ТАКЪ КАКЪ ВСВ ого чегыре множителя отрицётольны, возрастветь оть +. 1 
до 4 с; зазфыиь у мзаеть знакъ, тажъ какъ множитень (#2) 
эеляетоя уже полохительнымь, = сразу переходить огь -- <о ЕЪ-- 55; 
дазво, при эозраетван та ть доз оть Ед 6 Еа 
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до 4, у убываеть огь тахплнига до.0 и оть 0 до— ==; звльмъ оразу 
переходить отъ — со къ -- сы, потому что тогда в0ф четыре множителя 


отаповятоя положительными. Далье, при возратавм 2 оть & до 10:62, 


+2 


у убываеть до шина И? и, налонець, при возраставш 2 


оть 10462 лора у зрьотаьть оть шушиии"а до + 1. 


$ 310. Задача У, — Дею нережонныя д м у связаны мелоду 
собой уравнемемз второй степени - 


у ие о 


найми предъльныя значещя, камя можеть принять одна изь нить, 
напр, 
Рьшивь уравненше отноентельно у, получимь: 


== —а у — чад Е 28а 41 (оу 
2а 
иди, полагая 
$" — 4 = т, №4 — 3 == и, @ — 44 =, 
вапишемъ: 
у в 9-5 Уж ие р ®) 
! р’иинны 


Чтобы у было вещественным, необходимо 2 придать такое значене, 
при которомъ имфло бы ифето неравенство; 


знай -- Эх -р>о; (4) 


и мы видфлы ($ 270), какъ въ различныхь случаяхь можно вы- 
зеети изъ неравенства (4) предёлы, между которыми должно или 
не должно заключаться значене х. 


$ 311. Общее правиле, — Рёшенные нами примфры достаточны 
для того, чтобы показать, кавъЪ поетунають въ элементарной ал- 
тебуф при разыскава тажниа и пушниа нфкоторыхь функц второй 
степеня, зависящихь только оть одной независимой перемфнной. 
Сначала изучають, насколько возномно, тодь измъменя функции, 
чтобы выленить, сущеетвуеть ли тольтит ли питты. Выби- 
фають зарщьмь первмънныя по условно вопрога и вараюанть функцею 
посведотвомь этить неремънныхь. Дали, приравиивають данное 
выражете т в составлять между разаичными перемюяными, 


уравненя по даннымь задам. Эпив уравнещя дать возможность 
оирефьяить независимую перемьнную, каку функию оть зт; изель- 
доваше оке услобй возможности задачи даеть предьмы, по копи- 
фымъ найдупея тахётит и пёвитит заданнаю выраженя, ели 
зполько они существують. 


$ 312. Заибчаше. — Надо признаться, что этоть метолъ— весьиа 
частный, такъ какь прилагается только жь функщямъ второй ете- 
нени, Притомь онъ является и искусетвеннымь. ДЪйствительно, 
выфсто того чтобы ‘вести къ нахождению шахилап’а и юитит"а 
функции путемъ разеужденй, вытекающихь изъ общаго опред#- 
леншя ($8 300), этотъ методъ приводитъ къ результатамъ нЪкоторынь 
образомь случайно, потому что поезвдне выводятся изъ усломй 
возуожности задачи, отличной оть предложенной. 


Новтому, не безъинтересно будеть показать, что полученные съ 
помощью этого. метода результаты удовлетворяють общему опре- 
дёленю. Для этой цВли возвратимея къ задачв УТ (8 308) и раз- 
еуотримь, чтобы на чемъ-нибудь остановиться, тотъ случай, когда 
(1—4) положительно. Извжстно, что если корни трехчлена 
второй степени относительно тж вещественные и неравные, то 
дробь не можеть привять никакого значения, содержащагося между 
корнями: наиженьш!! изъ нихъ ##’ есть шахншив, а наибольйй 
зи” — шалини дроби. Ири этокъ обозначаенъ черезть д’ их” 
соотвётетвенныя значения 2. 


Мазшиш М фунзщи хараьтеризуетея тфыъ ($ 300), Что если 
назовемъ черезъ а значеше х, соотвфтствующее этому шахиане“у, 
то, подставляя (а—#) п {а-|-й) на ифето х, получимъ зваченя 
фупкизи, меньшыя М, если й достаточно мало. Кром того, велид- 
стве непрермвности эти значешя отличаются оть М также на 
количества сколь-утодно малыя. Но х’и ш’ удовлетворяють этямъь 
уеловямъ. Въ саможъ дл, вогда х непрерывно изивняется, дробь 
т также изыфияется непрерывно; притомъ, когда х==4”, т при- 
нимветь значене м’. Наконец, при 2 -=л --В и х- В, ТВ 
А достаточно мажо, значещи т могуть быть только меньше я’, 
такъ какъ оня должны отличаться оть него на очень малую‘ ве- 
дичниу, а будучи больше зу’, они, по крайней мЕрь, развялись бы 
зн", потому 420 т не’ можеть принимать янкакихь зназенй между 
в ПА Ц ти р. 
| 8. 


^ — 94 —° 


0ъ помощью такихь же разеужденй можно. было бы. по- 
назвать, ‘910 д’ и чи" удовлотворяють усломямь, которымъ) подчи- 
няется, по опредфхен, працпит фувыши; й что. въ другихь слу- 
чвяхь, когда дробь второй степени ‘можеть выть шахнаит и 
шнинизтю, элементарный методъ дветъ результаты, удовлетворяюиие 
тавже общему онредфленю. . . 


П. Мажтиим или ишткии накОТОРЫХЬ ФУНИЦЕЙ ОТЕИЗВИ ВЫШЕ 
ВТОРОЙ - в 


$ 313, Задача УНЬ — Раздьлиюю данное число а на п частей, 
эроизведеще которыль было бы ‘наибольшиме. 

Каждая часть меньше а, поэтому произведене ихъ не хожеть до- 
стагвуть а”; слвдовательно, ономожетьим® ть шахипиш. Разобъенъ дан- 


ное чиело на я вакихъ-нибудь положительных частей: х, у,2,...:и,# 
такимъ образомъ, чтобы 
аут... ира а) 
Предподагая, что въ ихъ произведен 
` луг... щ (2) 
дна множителя ти у не равны между собой, и замВняя каждый 
изъ вихЪ ихъ полусуммой а, составимь новое произведен 


Тавъ вакъ сумма лервыхь двухь множителей не изм%нишась, то 
и это ироизведев удовлетворлеть условно (1); съ другой же сто- 
роны, эти множители стали равными, а потому (8 301) 


РУ =, 
в, слфдовательно, 
а Я ® 


Итакь, пронзведене (2) не есть шахити. Тавимь образомт, яро- 
изведене ноложительныхь перемфнныхь множителей, сумиа.. вото- 
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рыхь постолина, не можеть быть шахшиии’омь, если эти множи- 
тели не равны между собой. А такъ какъ шахшиии существуеть, 
то отсюда слдуетъ, что ироцаведене будеть намбольшимь (тазёниит), 


а 
хода весь множители равны >: 


$ 314. Замёчаня—Въ предыдущемъ разсуждешн мы предпола- 
тали, что всё множители положительны. Если бы этого не было, 
то произведеше не имфло бы тахипшио’а, тавь какъ сумма мно- 
жителей оставалась бы постоячною, въ то время какъ сами мно- 
жители по абсолютному значению могли бы увеличиваться безпре- 
дВльво; и если бы число отридатедьныхь множителей было четное, 
то произведеще было бы положительно и также могло бы стать 
<коль-угодно большямъ. 

Налне разсуждеве, кромВ тото, предполагаеть, что можно сдф- 
лать равными всё множители. Это услове воегда надо провёрить, 
прежде чВыъ приложить теорему. 


$ 315. Задача 1Х. — Разфьмииь число @ на теюя беь части, 
т в у, чтобы произведеще х*у? было наиболыцинь; р и а—данныя 
фрълыя . числе. 

Услоыя тахиии’а не изибнятся, если вифето произведеыя 


52" разематрявать дробу. аи воторая есть не что иное, кавъ 


данное произведене, раздёленное на постоянное число 74’. А эта 
дробь ножеть быть ваписана такъ: 


из пуу У. 

Пр рЬ 99 
<ядовательно, она предетавляеть произведеше (р -- 9} множителей, 
сумиа которыхь (2--у) постоянна и равна а. Если бы эти мно- 
жители были независимы другъ оть друга и были бы подчинены 
тольно одному условию, что нхь сумма постоянка, нанр., если бы 
разскатриваля произведене ФР, —.т,...2»у:.-.9,, ТО получили 
бы (8 313) шахнаии для Р,, полвтак 


ДЫНИ ие. == 


. + : 
в ото паши быль бы разеть (9 ‚ . Но. такъ вакъ иф- 


хоторые` множители -Р должен остезалься равными, то рауж- 


д ти в пи о НОВАЖНО, Что. вс ЗН 
18* 
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ченя Р взяты среди значешй Р;; ‘поэтому махшииа: для Р ве 
можеть превзойти шахшиий для Р,. И онъ будеть: ему ра- 


В . . 
венъ, если похожить 2—9 : Оафдовательно, провзнедей!е 


аРу' булеть нанбольшимъ (шахиниш), когда об части, ы я у, числа. 
а пропорщональны похазателямь ри 9. 
Точно также докажежь, что для раздёлетя я на п такихь 
частей, 2, у, 2..... 4 & чобы проазводене туя.. в 
было шахновт, надо удовлетворить условниь: И 


$ 316. Задача Х-——Разложить чисю р на п положителиныхь 
множителей, сумма которьшсь была бы наименьшая. 

Сумма будеть наименьшая (шиышит), когда ве числа равны 
Й» Вь самомъ дВяВ, было доказано (8 313), что если сумма п 
чиселъ равна ® 722 ло произведене ихъ не можеть превзойти [6747 ", 
или, что одно и то же, числа р, т.-е. я-ой етенени я-ой части суммы. 
ИтакЪ, если. эта сумма меньше Ур, то произведеще не можеть, 
достигнуть $. Сл®довательно, чтобы произведеще могло равняться 
р, необходимо, чтобы сумма, по крайней мфр%, равнялась / р. Отсюда, 
вытекаеть, что »/р есть шиилиип суммы; въ этомъ случаЪ всЬ. 


части равны Ир. 


$ 317. Задача Х.—Дано произоедене дРу’-ЕР. Найти иёиётит 
сфины # у. 

Этоть пытаню будеть соотеЁтствовать тому случаю, когда. 
= =. Въ самомъ дёлё, обозначикъ черезь х и 8 даа числа, 


р 
удовлетворающихь усложямт: 


Было доказано (8 315), что изъ вефхь чисель  иу, вужиа ко- 
торыхь (@--3), числа « в В таковы, что при этихь значешяхь 
д в у произведене я?" будеть неябольшныт. А потому, если сумма, 
двухъ чиселъ меньше (а -- В), то пронавеженв аРу’ будеть, @ [отбот, 
меньше 87, т.-е. меньше Р. Сядовательно; чтобы произведене дРу" 
было равно Р, необходимо, чтобы { -- у), но крайней. мёрь, равия- 


лоеь (я-- 3), которое, слёдовательно, и будетъ наименьшамт значеншемъ 
{изпишии) для (2 -- у). 


$ 318. Замьчаые.—Три задачи (8 303), (8 316), ($ 317) являются, 
въ нфвоторомъ родф, взаимиыми для тёхъ, которыя были рфшены 
въ 85 ЗО1, 313, 315. Эта взаимность между извфетнаго рода зада- 
чами на шахппий и шипит можеть быль форнулировака въ 
общемъ вид слЁдующимь образом: 


Если количестио Х, кода дано количество У, есть тахитин при 
яъкоторыль оботбязтнельствать, 110, въ свою очередь, кода дано Х, 
количество Т будеть тийтит при зтьхь же обстоятеметвать, 
лишь бы зполько тажиния Х уменыиался въ то время, кода данное 
значеше У тенже уменмиается. 

Въ свмомъ дфлЪ, пусть В данное зназене Уи А накбольшее 
звачене Х, какое можеть существовать ири В. Если вридадимъ 
У значене $, меньшее В, то, по предположеншю, соотвфтетвующй 
зпахниит для Х будеть меньше А. Итавъ, чтобы значене Х могло 
равняться А, необходимо, чтобы зиачене У было, по крайней м}рЪ, 
равно В, а потому В есть наименьшее значеше У, какое можеть 
соотьВлствовать значеню Х—= А, т.е. В есть наименьшее значеше 
У, соотявтствующее значеню А количества Х. 


Примъръ. —Въ гвометри доказывается, что окружность круга ееть 
кривая, которая при данной длинь заключаеть наибольшую площадь. 
ИзЪ этого едЪдуегь, что она изъ вевхъ вривыхь съ данною площадью 
имъеть нанмевьшй периметръ. 


8 319. Задача ХН._Вямсать 65 маре данназо раМуса В цилыибрь гъ 
нанбольшииь объенома. 

Котда ращуеъ осяованя цилиндра очень малъ, объемъ также очень 
малъ. Бго эначеше увеличивается съ возраетамемъ радкуеа, но это уво- 
лачеше иметь предъть, такъ какъ, когда радусь становится почти 
равнымъ Е, высота дьлается очень малой, в, слфдовательно, объемъ 
обращается почти въ нуль 

Обозначимь радусъ основав черезъ =, в выссту одного изъ виповв- 
ныхь цидиндронъ черень 2у. Объемъ его Г выразится формулою Элайу. 
КромЪ того, нзЪ геометри мы ямфемъ такое соотвошеве между зи у 


вин я. . а) 
Исключая 2 из этого уравнены и выражешя объема, получамы: 


ЕЕ 9. о. 
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Махйции: этого выражешя соотвьтетвуетт, тому же значеню у, какъ и 
акНшию У(Е—у?). Но это произведешь не второй степени, и, сл®до- 
зательно, для нахожденя его тахциингь нельзя приложить обыч- 
наго мехода ($ 311). Нельзя также дди этой цъли раапагать вырьжене 
на множителей и писать его ипи въ вид УВ --У(В— У), или, по 
удвоенш, УВ + У@Е— 25), потому что, хотя сумма треть ывожителей 
й быпа бы въ этомъ случа постоянна равна ЗЕ, ко еАМИХЪ иножи- 
телей нельзя едфиать равными между собой. Если же возвысимъ произ- 
зедеше въ квадрать, 1.6. нашишемь уч? — 50°, по сейчас шо замь- 
тимъ, что у* можно разсметрирать, какъ. норемЪиную, в что сумма двух 
множителей у? и (1—9) постоянна ин разна Е. `Стьдовательно, на 
основан!и теоремы $ 3165-го заключаем, что если можно подобрать дия 
у звачеше, удоветворяющее пропорщёи 


и _ в 
я 


, [6 


то это вваченю будеть соотаБтотвовать искомому шбхниииу. Изъ. а 
невя (3) находимъ; 


и, сяфдовательно, 


Эти аначевых лу могуть быть приняты, тазть канъ они —вещественныя и 
меньше ралууса Е. Итакъ, нвябольдИй объенъ (шахНишт) цилиндра равекъ 


зУз 
$320-— Иногда бываеть бол%е удобно свести разыскаше птипии' а, 
хакой-нибудь функщи къ разысканйю шахиоии’а обратной функции. 
Задача ХШ,—Ончсаещь вокруз$ царе рабфуеа Е конуеъ, основане котораго 
назодитея на Фанетральной плоскости и одъемь которого намиеньший 
фтбтенит). 
Обозначимь черезъ х и черьзъ у ращуеъ осповвяйя и высоту одвого 
изъ описанвыхь вовусовъ. Объемъ ого Травень Зы. аъ геометрии, 
кромь того, легко получить сльдующее соотношене: 


а) 
слъдовательно, выражеше для объема будоты: 
Е 
ТЕ а. ® 
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и } 
Тажь какъ множитель д? — постоявный, то достаточно опрадьлить 
р 


3 
. Этоть пипышиш соотвфтетвуегь, очевидно, ша 
бе: ив 


ь 
‚пи бору бя карата АИ, 


ли рии дроби 


у 
хиший’у обратной дроби 


На осповаши же тождества 


и: 
и — 


-ь = —=) 


. 1 
ваключаемъ, не обрьщая, конечно, внималия на постоянный множитель у › 
`В: 
то сумма двухъ другихь множителей, г в (1+) пооянна; оль- 
довательно, если зв у можеть быть выбрано значене, получаемое язъ 


соотаотея (8 315) 
-=К-2) о 


то это зваченю будеть соотрьтствовать тахулиту Е, ипи, что одно 
В 


и 10 же, танйоиииту 


У 5 изв. 
рес. Изь уравневя во (3) ивходины у’ 38, 
олфдовательно, уравцен!е (1) дасть: =>. Эти значеыя х ну, бу. 


дучи больше В, могуть быть приняты; отсюда заключаемъ, что описан- 
ный вовусъ съ наныеньшимь (шили) объемомъ будеть имфть 


у УЗ, 
2 


$ 321. Распроетранене метеда, даннаго въ теоремф 8 313-т0.— 
Чтобы сдёлать произведене перемваныхь множателей нанболь- 
име (тахипит?омъ), приводять ихъ сумну къ постоянной вели- 
чниВ и затВмь уравнивають ихъ между с0бою. Въ случа не- 
обходимости можно сначала умножить этихъ множителей на нёко- 
торыя ностоянныя числа, выбранныя надлежащикь образомь, тавъ 
ЕАБЪ ТВКОе умножее не изы®няеть услоый штахблши’а. Но; не 
рсегда легко найти 4 руби? тВ чиела, которыми схёдуеть 10дь30- 
ваться. Въ такомь случаЪ ихь обозначають буквами и разема- 
тривая, вакъ неизвфстныя, стараются опредфлить ихъ такъ, чтобы 
были удовцетворены оба Усзови поахниии”а (8 313). 


` $ 322, Задача ХУ. — Вь ронобочной эараненя даны: меньшее 
сосной а в сима © дцугь непоралавльил тором. Нойты тол 
мии поощрйе тротонки, ;7 
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Обозначииъ черезь х полуравность двухь. оснозанй трапеди; 
большеб основаз!е бужеть (а -|- 22); высота У — 27; слёдовательно, 
площадь ‚ тралощи выразится формулою 

=@-9 Уз 
и изхнашиа этой площади наступить при томе же звачени 5, какъ 
и шахпииш квадрата,’ 


5 =@-+ 2—7), 


Я" —(а-Е 2) Е е-2е—3). @) 


Не трудно было бы едфлаль постоявною сумму четырехь множи- 
телей: для этого достаточно было бы поелфдьй множитель умво- 
жить на 3; но нельзя было бы затфиъ одёлать эти множители 
равными. Поэтому умножаемъ веф различные между сббою мно- 
зентели, исключая одного, на неопредфленныя числа а, В: 


д" == (а-- 2 зи Е адфе — ва. 


Схвявемь сначала сумму множителей постоянною, приравнавъ 
вулю возффищенть при 2: 


2-+а—3==0. 2) 

Затфыъ ны мовемъ уравнять различные множителя, полатая 
а-з=ж +, (3) 
а е=е—№. 4) 


Эти три ураннеля; (2), (3), (4), достаточны для опредфлешя козф- 
фищентовь а и В и искомаго значена 2. Но ныть необходимости 
отыскивать а я 8; достаточно ихъ исключить при помощи трехъ 
уравненЁй, чтобы получить 2. Такимъ образомъ, на осповакти урэв- 
нев (3) и (4), имфемтъ: 


ах 8—2 


с’ Гоща, 


& подставляя эти значеня въ урввнене (2), найдемъ: 
92 а =_в а-я х 


СЕ Е =, 
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или, по упрощенш, 

2—6 =0. (5} 
Тань какъ только положительный корень можеть удовлетворить 
задачь, то значеше 2, соотвётствующее шахшиии’у, выразитея 
слЗдующимь образомъ: 


гу, (6) 


Можно при этомъ замфтить, чте урзвнеше (5), представленное 


ЛодЪ видомъ: 
з 
, 


#2 фа) = 


чокавываеть, что сторона с есть средняя пропоршональная между х 
и большикъ основашемт, и что, поэтому, большее основане есть 
тивотенуза прамоугольнаго треугольника, катетами вотораго бухте с 
и магональ трапеци. 
а 

Если се=-а, то ==, и большее основан равно 29, та, 
равнобочная транещя съ наибольшею нлощалью представляет по- 
ловину правильнато шестиугольника. 


$ 323. Необходимо замфтить, что есжи выражене завкхючаеть я 
`разлячиыхь миождтежей, то ‘вводить (в — Е) пронзвольныгь вези- 
чинить, что вифстЬ съ х составить м неизвфетныхь. Ставя уско- 
емъ, чтобы сумма множителей была поетоянвою, получаемъ первое 
уравненю; а уравнивая » множителей, получим» (и —— 1} осталь- 
ныхь уравнеюмй. Таких образоме, нашгь методь даеть столько 
уравнев, скольво нензвфотныхь: значить, онъ—общИй. 


НЕ. Мазтиия или итатиим нзкоторыхь ФУНКЦИЙ ОТЬ мНо- 
* Тихь перемъаныхь ” 


$ 324. Задача ХУ.— Найти, мезкду какими предълани можеть 
измьняююся мноочлень 
ду’ + Ву ОР В+ ЕЕ, [0 
хода перемтиныя т в у принимать всевозмоеныя значётя. 
ЦНриравниваежь этот многозлель данному додичесту эн: 
ЕВ бе Ри 
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Разематривая у, какъ неизьфстную, получимь изь этего уравиеня; 


ВЕЕРА АР-ЕаАт, 
`` 24 7 7”. 


Но’ чтобы величина, обозначенная черезь 1, была совмфетна съ 
вещественными ‘значенями 2 н у, веобходимо, чтобы пря этомъ 
зназени т и при надлежащемь выборь 2 ныёло мфсто схёдующее 
неравенетво: . 
(8 — 440) ЖВО—ЭАЕи р Г 4АР- 4Ат > 0. ° (3) 


Различимъ трн случая: 

1, (№— 4406) половительно. Въ этонъ случаф, каково бы ни 
было эт, неравенство (3) всегда возможно, такь вакъ веегда ножно 
выбрать для г безчисленное множестко такихьъ значенйй, при кото- 
рыхь трехчленъ, представляющ первую часть неравенства, при- 
наёль знакъ своего перваго члена ($ 269). 

2. (В—44А0) отряцательно. Въ этомъ случа неравенство (3) 303- 
можно, еели корни трехчлена вещественны, такъ каЕЪ, давая х зыа- 
чены, завлюченных Между этими корними, сдилаемъ знакъ трех - 
члена противоноложнымь знаку его перваго члена. Неравенство 
{3) возможно только при этомъь услоши: дВйствительно, если бы 
корня были мнимые, трехчленъ сохранялъ бы при всякомъ х знакъ 
своето иперваго члена; онъ быль бы постоянно отрицательные 
(8 268). А потому въ этомъ случав выбрать и слёдуеть твеъ, 
чтобы ворни трехчлена были вещественные. Услове же это вы- 
ражвется неравенствомь (8 246} 


(Вр —2АЕ} —(В— 440)(ТУ — 4АЕ-- 4 Ат) > 0. (4) 


Такъ кавъ это неравенство — мерной етенени относительно 
то изь него мы найдемь предёлъ для этого количества. Отеюда 
заключаень, чтотесли этоть предёль можеть быть принять, то 
штахниит или тшизит будеть существовать. 

Но это предфльное значене ж обращаеть въ нуль первую 
часть неравенства (4); сябдовательно, дфлаеть равными корм 
трехчлена (3), и посафхай, поэтому, можеть быть нвписанъ тавъ: 
(В —4АС)(1— =), тд х' есть значенйе двукратнаго корня. Итакъ, 
значенще (2} для у при этомь предположения прянимаеть видь: 

ре у #446. 
у 7 8 ; 


2) 
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а тавъ какъь (В— 440) отрицательно, то. у будеть веществен- 
нымъ только при 254’; значить, надо 2 придать это значене,— 
соотвётственное же значеше у будеть 


Эти значешя х и‘у могуть быть приняты: они дадуть, олфхова- 
тельно, шахом или. пайииий 2%. 

8. (—44АС)=0. Вь этомъ случа неравенство (3) первой 
степеня относительно х, и иакоко бы ни было значене жж, всегда 
возможно удовлетворить неравенетву, выбирая 2 надлежащим 
образомъ. Слёдовательно, нёть ни шахииии, ин пиайпюг. 

Однако, если (ВО—2АЕ) равно нулю одновременно съ (В——&40), 
то неравенство (3) сведется въ такому: 


1 —4АР--4Ат > 0, 
откуда двя зн мы вашли бы предёль, т.е. 


ЗАРЕ 1 4АЕ— 1 
т> ча ’ или и< А . 


смотря по тому, будеть ли А ноложительнымь иная отрицательнымь- 
Вь первомъ случа% ивогозлень икфль бы пишит, во второмъ— 
ттахётии. у 

Эта теоря легко можеть быть распространена на случай боле. 
двухь пезавнеимыхь перем нныхъ. 

Приложимь ее въ сяфдующему примфру. 


$ 325. Задача ХУ. —Найми забубтит выраженя 28 у? -- г^, аная, что 
2, у, 2 связаны соотношенань 
аа бу раа, е 
Положим 
эруаня, 
Мы можемъ неключить одну изъ переманныхъ, напр, 2 Д®йствительно, 


изъ уравнешя (1) найдем: 
4-5 
с 


.= 
и, слъдовательно, 

лы 

ии ем) ==, 


или 
аи вывтенои тым риоя = =. 
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Рьшая уравнеше (2) ‘относительно ‘у, лолучимь, поль. нБкоторыхь 
упрощен: 


Каас ри рая ара 
у= иТа -® 
Е. 
Коэффищенть при 2* въ трехчленЪ, стоящемъ подъ энакомъ радикала, 
отрицателены; чозтому, значеше в должно быль выбрано такъ, чтобы 


корни этото трехчлена были вещественные, а для ‘этого необходимо, 
чтобы 


америке +9) >, 
паи 


—ф-ае тети 9) и> в 


поель перенесешя членовъ и по раздфлени обфихъ частей на (07 е?Хе?-- 
Ия) можемъ написать: 
@ 


"> атрира` 
Итак, води можно придать зи эначене 

СИИ 

. ара" 

10 это будеть искомый шнишим. Но прн этомъ ` зивчены м трехчлень, 
зазодащася подъ редикаломъ, обращается зъ олёдующее выражене: 


ель (> 


и значен!е (3) для у перейдеть въ такое: 


Ба — ав) (= — ана) (а ы 4) 
ая я 


У= 


Ово будеть вещественнымь только въ томъ случа, воли положать 


м 
етим 
этеюда 
дм 
2 рая 


Этн значены могуть быть приняты и двють шшиив выраженя 


маи) 


— 285 — 


УПРАЖНЕНИЯ 


1. Найти пвименьшй изъ воъхъ квадратовъ, каше можво ввисать 
въ данный квадрать такимъ образомъ, чтобы па каждой оторов дав“ 
ваго находилось по одной зершинв вписываемаго. 


Отв. Верглины такого квадрата будуть лежать на серединахь сторонъ 
дакнаго. 


П. Вписать въ кругь радууса В треугольникъ съ нанбольшею ило- 
щадью. 
_ отв, Не трудно замфтять, что мы должны разоматривать только равпо- 
бедренвые треугольники, в, принагая теорему 8 315-го, вайдемъ, что. 
искомый треугольникъ будеть равносторонийй. 


ТИ. Пусть равнобедренный треугольникь, вписанный въ кругь ра- 
дусв К, вращается вокругЪ своего основашя. Какой изъ таких треуголь- 
зпковт опидеть навбользий объемь? 


Отв. Прилаган теорему $ 315-го, найдемъ, что высота вращающагося 


5В : б 
треугольника должна быть равна 5”. Иекомый объомь (тахирита) будегь 


50-5 
в ° 
1®. Какой изъ вобть пражыхь конусовъ съ объемомь та ‘будет 


иль наименьшую ‹пийшушт) боковую поверхность? 
отв. Призагая теорему $ 317-го, ваходижъ, что высота огоу о 2, а 
ь 


радусъ основашйя 2—= 


У. Какой изь вофхъ примыхь конусовъ съ боковою поверхностью 
будеть ныть наибольший (тахилии) объемы! 


0"в. Прилагая теорему $ 3165-го, пеходямъ, что ращусь основашя 
а ^ 
Ен 
у“ Из 


УТ. Какой нзЪ вобхъ прамоугольныхь параллелепипедовь съ олвою 

и тою же поверхностью будеть иыъть ивибольшй объем; и какой изъ 
такихь же параллелепицедовь съ одниыъь н тБыЪъ же объемомъ будеть 

. вузть ивименьшую (ифойниия) поверхность? ` 


бт. Кубъ (иворемы 88. З12-то’'в 316го); 
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УИ. Какой изъ воъхъ офорическихь поясовъ (зонЪ) съ одною и тою же 
поверхностью ка? будеть имвть наибольний объемъ; и какой изъ ноясозъ 
<ъ однимъ и ТЬМЪ же объемамъ та? будегь ямфть наименьшую поверх“ 
мость? 


бть. Прилагая теорему 8 31-го, находимъ, что радфусь основана и 
а 


асов коза съ цалбольшяыть объемом разл ъотдьльнти 7. СВО 


залельно, сегмевть шахниии ость волусфера. . 
Пользуясь теоремою 8 917-70, найдемъ, что и согмедть шнилию (еъ 
изименьшею поверхвоетью) ость полусфера. 


УШ. Какой изъ зевхъ цилиндровъ съ однямъ и твиъ же объемомъ У 
будоть зпвсань въ ввимоньшую сферу? 


0%, Освовываясь на формулахь $ 39-го и на замьчануи $ 318-го, на- 


ходамть, что радлусь зызмовыянов сфоры есть . Отеюдё” авилю- 


чавыъ, что радусъ основа я цилиндра г и высота й = 


-И= У. 


1Х, Данъ листовъ картова А ВСР квадратной формы, каждая сторова 
котораго равиа а. По четыремъ его угламъ вырьзываюрть равные хвад- 
разы (червые на прилагаемомъ рисувкЪ). Опрежьлить сторону. этихъ 
квадраловъ подъ условюмъ, чтобы ящикт, у которзго основашемъ было бы 
зияро,-а боковыми сторонами оставпцеся прямоугольника, имвюще одну’ 
и ту же высоту, инъль бы ивибольшй объемъ. 


А В 


с о 


а : 3 
(е. Вокъ черваго квадрата есть >, а нокомый объему (дахинии) 


Х. Намвчають на ивкоторой прямой нъфсколько равноотетоящихь 
одна отъ другой точекъ и нумеруютъ ихъ чиолами 1, 9, 3,..., в. Найтя 
ва этой прямой такую точку, чтобы сумма квадратовъ ея разстоявШ до 
данвыхь точекъ, умноженныхь за соотяътетвуюцие нумера, была бы 
иран. 


та. Для рышения этото вопроса необходимо знать, что сумма я первыхь ^ 


ы. 
пновль рама ЕЙ, сумо ть кидать ВЕРЕ зна 


— 287 — 


ая 
ихь кубовъ Не. Обозначая чорезъ а разстоянзо двухъ послёдова- 


тельныхь точекъ и черевт, х разстояще ‘искомой точки до первой, выра- 
зимъ въ зависимости оть х указанную сумму и, пользуясь методомъ 


2 
$ 311-го, найдемь, что г. @— 1). 


ХЕ Та же задача, но только при томъ предположени, что точин 
2-1) 
5—. 


занумеровавы чиолвми 1, 3, 6, 10, ..., 


бт. По тому же методу найденъ, ло 2 = 5 ®— 1. 


ХИП. Найти шахта площади прямоугольнаго треугольника, знач, 
что сумма гипотенузы съ соотатетвующею высотою равва а. 


. а 2а 
отв. Исконый шахишие разевъ —. Гяшотонуза есть-', а высота 


2. Катоты равны ^^ 
2. Катоты р =. 


ХИ. Какой изь веъхь прямоугольвыхь треугольниковь съ пери- 
мотромъ р будеть имьть сумму хатетовъ съ высотою, опущеною за ти- 


потенузу, внябозьшую? 

те. По общему мегоду находим, что искомый треугольникъ вотьравно- 
бедренный, что ого гвпотонузь ралва 22(/ 2—1), ого высота воть (у 2—1), 
а каждый катеть равень р(2— 2). 

ХГУ, Винорль въ кругъ радхуса › рарвобочную трапецую, непараллель- 
ныя стороны которой были бы по а, & площадь-—наиболыная (тахНнаии». 

бтв. Находимтъ, что такая трапещы есть прямоугольникь, основашя 
хоторвго равны И 47 — а". 

ХУ. Вписать иъ шарь радбусь В конуст, полная поверхность кото- 
раго была бы шажинию. 

вт. Прильгая методь $ 321-го, находимь, что зысога иекомаго 


в(@з_ит) 
в‘ 


конуса равна 


ХУ. Описмвають около сборы радтуса В правильную пирамиду, 
осзованшы которой слувалъ правильные восьинугольникя, Найтя ши! 
шим объема пря измъневя наклоненя е боковыхь еторонъ въ основан. 


отв. Объемь выразится формулою 
< У =) ее муж +, 


эра 1) 
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а въ случа шиаиоога, 
Ув (И 2-1). 


ХУ. Небольшая бЪлая площадка расположена горизонтально на 
стол и освъщена лампою, ризотояне которой до этой площади имветъ 
торизонтальную проекцию постоянную и равную @. На какой высот® 
должно находиться пламя, чтобы площади быль освъщена возможно 
сильно? ° 


Отв. Извъетно, что иапряженвость свЪта, получаемаго-инощадкою, про- 
поршональна синусу наклонов! я лучей в обратно пропорщюнальна квад- 
рату разотоявгя, отдвлающаго свётящуюся точку отЪ площадка. Обозвачая 
черезъ в уплть наклоненя, находимъ, для случая шахнавига, по методу 
$ 3156-го: 


{апр откуда 2 


Постровть рышеше, 


ХУШ. Найти шили выражешя г ой когда а авыфчяется отъ 
0" до 807. 


Отв. Полагая (ааа а м замЪняя 1айрЗа ого значешемь, выражев- 
вымь черезь =, находимъ по обычному методу ($ 311), что шахииии воть 
(17—22), который ке можеть быль принять, такъ какь онъ охоты 
2-3; далье, что пущиваи ееть (17-12 И 2), который мо- 
1, те, соотвбт- 


отвуегь г 
жеть быть принять и который соотаътетвуеть # = У? 


ствуеть а". 
ы 8 
ХХ. Два тьла, массы которыть ти ди, движутся въ одномъ и тожъ ие 
направшеши со скоростями ги о/ до етолвновеня. Найти общую скорость г 
воель столнновеня, зная, что сумна произведешй, полученныхь оть 
умноленя каждой масам на ивадрать измёневия окорости есть шила. 


отв. Количество, которое дасть шиишии, всть трехчлю въ 2-ой степени 
озносительно л; прилагая правипо $ 307-го, находамъ: 
те ви 
ви 
ХХ. Двашо #-Ру-=а. Раопространить празяло $ 36-го. дающее 
ахти для 271, ва случай, когда р и 4 — дробный. 
Отв. Такъ какъ всегда можно положить р=й, в=т, то достаточно 
а 


эвхфтить, что тогда 22 == У РУ. 
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ХХЕ. Найти шниициа выраженя (+2 :). тд рич— цьлыя или 
дробвыя, а < положительно. 


` 1 
018. Полагая 22 у, — =. 


Уфе 9 
Е-р, откуда все з. 


`ХХН. Дано ‘ураввеню 
до -- де - 4% 4. ЗВу -- Вия - Вау +20т--2бу + 0% р=6. 
Требуется найти крайше предьлы для значений одной изъ трекъ пере- 
мънныхь, напр. 2. 

ота. Ходъ рышены подобень ходу рышешя задача $ 310-го. 


находимъ (8 317 и предыдущая задача) 


ХХ. Надти пузьшое выражены 2 ру’ Ир ий, вая, это 
ат рефаить 
отв. Ходъ рышешн подобевь ходу рёшеня задачи 8 326-го. 


ХХ». Найти шахшиие выражения ое. ` 


в ‚_ : 
от». Находныь (8308): 2-= 24° п ее и. 


= 
аа +5 =) 


ХХУ. Выражешо 24-2-- “Т“ можеть принимать какы-угодно 


значеня., 


а ват 
ХУ. Найти пб выражены: от 


Отв, -=0 п шшлавш разенъ 2. 


ХХУИЙ. Два перемвнныхь положительныкт, числах и у таковы, что 
разность ихь воть положительное число а. Спрашивается, можеть и вы- 


тдВ м и я данныя положительныя числа, имЪть пахали 


ражене 


али пушилии, 
Отв, Бели гу, т, то находиыъ (в 316) шахииие пря #= =. 


Жоли 2 > у, т? и, то находамь пМоний пра = 


Но вели х<у, ®>в изн. ху, яв, ю. ат аа оааедала 
на ианали. . 


э 


КНИГА № 
Протресойи и логарконы 
ГЛАВА ПЕРВАЯ 


Прогресем 


1. АРИФМЕТИЧЕСЕЕЯ ПРОГРЕССТИ 


$ 326. Опредфленя, — Ариометической ихи разноетной процеесей 
называется радъ такихь чиеель, каждое изъ которыхь бодьше или. 
меньше предыдущаго- на постоянное количество, называемое раз“. 
ностью процресейи. ° 

Когда члены идуть, увеличиваяеь, прогрессёя — возрастающая, 
а когда они идуть, уменышаяеь, прогресйя--убывающая. 

Что нфвоторыя числа составляють протрессю, это обозначають 
Уфыъ, что пищуть ихь одно за другим, отдфляя другъ еть друта 
тоякою, и внереди ставать знакъ -—; тажъ, напр., рады: 


3.1.1 .15.19.23.274.... 
48 .45.42.39.36.38780.... 


представляють ариометическя погресси, при чемъ одва изъ нихь— 
возрастающая, другая — убывающая: разности ихъ равны еоотьвт- 
ственно 4 и 3. 

Нать надобности развичать, кавъ указано выше, возрастающую 
и убывающую прогрессии, вели условииься повималь подъ разносрьью 
проееси избытокь какоо-нибудь ея члена надь цидыдущимь. Если. 
прогресия-——убывающая, то этохь избыхожь отрицателенъ. Напр., 
вторая изъ вышенаписанныхь прогресфй имфеть разность — 3. 

Вообще, мы будешь обозначать члены разностной прогреесы 
буквами а, В, г,..., ь &1..., разность — будеть ли она поло- 
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жительна или отрицдтельна-бужвой г к чиело, показывающее по- 
рядокъ члена 7, т.-е. кавое онъ ванимзеть мЪето, черезъ " Таким 
образомъ мы будемъ писать: , 


в.в. а... й. 1... @) 


$ 327. Значеще я-го члена прогрессм.—По опредфленю каждый 
члень возрастающей прогресеёя образуется чрезь прибазлеве раз- 
ности прогресн къ предыдущему члену, т.-е. второй злемь ра- 
венъ д -- х, трей а -- 2", четвертый а -- 37, ..., п-ый а -- (и—1, 
Слфдовательно, какой-удно члень прогрессйх получается чрезь приба- 
злее къ первому члену разнолни профеоси, позторенной столько 
разь; сколько предшествуеть ему членовь. Итавъ, пишенъ формулу 


1=а-+@®—1)», [р] 


которая прилагается и къ убывающей прогресеи, лишь бы буква г 
обозначала отрицательное число {$ 326). 


$ 328. Слфдетше. — Формула (2), связывающая четыре числа, 
а, т, п, даеть возможность опред®лить одно изь нихъ, когда три 
друтя извфотны: для этого достаточно рёшить уравнене относв- 
тельно неизнфотнаго количества. Понятно, что при номощи этой 
формулы мы можешь рЬшить четыре задачи, формулы Иена 
которыхь слёдуюцщия: 


та @— 1» 
1—а [9 
в—1? ` 


$ 329. Вставлеше среднихъ аривметическихь.-—Вставить эн сред- 
нихь ариеметическихь между двумя данными числами а и В зна- 
чить вайтя такую прогресетю, для. которой « и В былн бы край- 
ними, а т среднихь арнометическихь — шюмежутечными членами. 

Для рышенйя этой задачи, очевидно, достаточно найти разность 
прогресс, такъ хакъ, прибавляя ее въ нервову члену, получныь 
второй, прибавляя ко второшу, получииь трей, и т. д, Но въ 
зономой прогресен азвфстень первый членъ о, посхдийв . $ и. число 
члевовь (м -- 2), & потому, прилагал формулу (2). водтчимь: 


&) 
д 
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Приифрь.— Вставить 10 ролшшхь ориомитилеоникь мояду 5 и 38. 


Разность прогроосйг += слрдовалельчо, нокомая прогреоця 


ТЕ 


будеть 
-—5.8.11.14.17.20.28.26.29.32.35.38. 


$ 330. Задача, — Опредюмиль услове, при которомь три дан- 
ныть числа, а, 6, с, суть члены одной и той же провюои. 

Допустижь, что эти чиела рабноложены къ нозрастающемъ. или 
убывающемъ порадЕ®. Въ. неизк®етной прогресфн они будуть. отдё- 
лены другь ок другй проиежуточными членами, которые. можно 
разсматризать, какъ среде ариеметическе, `вставленные между 
ви фи между 6 и с. Сел довалельно, если обозначить Число этих 
ереднихь черезь (м — и (#— 1), то разность прогресеш будеть 


пана (6 32 и 


‚ и мы можемъ назнсвть равенство: 


$—& 


5) 


т п 


Это и есть искомое услове. Итакъ, необходимо, чтобы 
даа цълыть чим т м п, пропорщональныхь разностямь $ —а} и 
#5). 

Это услоше всегда будеть выполнено, когда числа а, 6, с 
соизнфрины, такъ лавъ если даже $ —а) и (с—6) окажутся 
дробными, то достаточно привести ихъ къ общему знаменателю и 
новыхь чиелителей прняять за т и п. Умножая оба результата на 
одно и то же пронзвольное дфхое число, мы получимъь друця 
значешя для т и п; слфдовательно, задача имфеть  езчисленное 
нножество рёшетй. 


$ 331. Теорема. — Ели между каждыми двумя посльдователь- 

ми членами проресета (1) вставить одно и то ‘же число т сред- 
нить ариометическить, то получаияся вое одна, проресся, разность 
хоторой будеть равна частному сть диленя первоначальной раз- 
ноети на (т -- 1). 

Въ самомъ дл, разноети различныхь чаетныхь прогрессй 
равны (8 329): 
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т.е ле о равны Е {$ 326). Кром того, поелФдеЙ членъ 
каждой прогресфи равенъ первому члену слдующей; слЗдовательно, 
можно разематринать эти прогрееси, взкъ одву. 
$332. Теорема. — Во всякой конечной проресои сумма двуль членовъ, 
‘равноотетоящихь оть концовь, постоянна и равна суммь крайниль. 
Вь самомъ длЬ; въ прогресс 
—-@.6.0.4...1.6.1 


второй членъ $ равенъ а --”, & преднослёдый № равень {—»; 
сафдоветельно, ихъ сумыа. 6 - = а -|- 1 

Вообще, членъ 2, завинаюний (р-- 1)-0е мЪето оть начала, 
равенъ (8 327) а - т, а члень ‘у, занимающий (р-р 1)-ое мфето 
оть вонца, равенъ {— ри; сяфдовательно ихъ сунма 2--у равна а-1. 


$ 333. Сушиа членовъ прогресс. —— Назовемь черезь 5 суыну 
членовъ прогрееси, начинающейся съ а, оканчивающейся членомъ { 
и низющей п чденовъ. Пишемъ: у 


Я=ачьфе+ач.. ЕЕ 


Сумиз не изиёнитсл отъ перестановки членовъ; надишемъ ихъ 
въ обратнемь порядьЪ, таз чтобы члены, равноотстоануе оть вон- 
цовъ, расположились бы въ прежней и новой етровахь соотьзт- 
ственно одинъ подъ другямъ, т.е. 


Я-аЕЕЕт... а е-ь-а. 


Складывая теперь члены двухь этихь рядовь по. стоабцанъ, 
нолучиит: 

25=@-у-+о+ю-е+а+... такое а+а 
Ве же суммы, заключенных въ скобкахъ, разны й +28 м 


вромЪ того, зисло ить равно числу членовь прогрессйи; слдова- 
чедьно, 


=@ м, 
— @+ Ум, . о (в) 


откуда 


на нний 
эл прими продбниь мо чмо лето 
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Прыкурь. — Сума 12 чдоновь `прогреоефн 8 329) разн 
или 258: 


ох 
ты, 


Заифчаню.— Если бы были извЗстны только первый член а, раз- 
пость прогресейи › и число членовь и, то, чтобы воспользоваться преды- 
хущею формулою, надо было бы сначала вычислить послёдайй членъ ? 
но формулВ (2). Подставляя это зналене въ формулу (6), получииъ: 


вену. в 


$ 334. Приожвнь. — 1) Найти сумму я первыхь цёлыхъ часель: 


таз... фи. 


Такъ какъ ови составляють прогрессно, разность которой равна }, 10 
сумка ахъ 
+ 
и 5" и 8 ео. 


{8 


Итакъ, чтобы получить сумму п нервыхь щедыть чисель, унномоають. 
позади ден на тотов, который зо Нил слябоноли бы напогродетвенно 
сли проболжить прогрессо, и промаведене Фъяяте на 2. 

2) Найти сумму # первыхь нечетныхь чновлъ: 


ТВЬчТ... 


Они образують прогреве, разноель которой равна 2; 
муду (7), получимь: 

Ра 

м, 


прилагая фор- 


или 9—1, (9) 
Такимъ образомъ, сумма первыгь п нечатныеь чисель равна квадрату п. 


8 235. Задачи. — Формулы (2) п (6) дають два соотвошеня между 
_количествами д, 1. ", я, 8, соотвошеня, при помощи которыхь можно 
опредёлить два ибъ этихъ количестяъ, когда давы зри остальвыхь. Отсюда 
заключаемь, что можно рышить десять сльдующяхь задачь: 


2. Даны: а, }, ›. опредьлиль л. & 
2. ам . к, 5; 
30.92% . #, в; 
+ „ аль , .5 
5. @к5 „ 1% 
6 „ ая 5 . = 
оо фм . а, 5; 
8. би 5 . а, ®; , 
9; 18 В в, 7; 
Ю`у пъ5 ” 2. 2 
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Наъ отвхь аадачь пятая м восьмая—задачи второй степени, осталь- 
выя-— первой. 


||. ГЕОМЗТРИЧЕСЕТЯ ПРОГРЕССТИ 


$ 336, Опредфлёня. — Геометрическая или кратная прогрёсоя 
есть ридь чиседь, каждое изъ которыхь равно предыдущему, уино- 
женному на постоянное чкело, называемое знаменателемь прозресеёи. 

Если знаменатель прогресён больше единицы, то члены ихуть, 
возрастая, и прогресен будеть возрастающая; веди же знаменатель 
прогрееци меньше единицы, то члены ндуть, мешышаясь, и прогресая 
будеть убывающая. 

Дан обозначешя того, что чиела составляють геометрическую 
прогресейю, пяшуть ихъ одно за другимъ, отдёляя другь оть друга 
двумя точками, и ставять впереди знакъ 


Яримбры. — Ряды: 
24:12:86: 108: 824 :972 : 
528 : 264: 132:66:33 11611... 


представляют дв геометричесыя прогресели, изъ ноторыхь первая— 
возрастающая, а вторая — убывающая; знаменатели ихь 8 в з. 
Вообще, мы будеиъ обозначать члены ‘гъометрической прогресеш 


буквами а 604,... 5 В Ь..., знаменатель — букою 4 и 
норядовь жВота, занимнемаго членомь —буквою м. Мы будежъ писать: 
а: е: а... 18:1 :41... [63 


$ 337. Значене я-го члена прогресс, — По опредфлению, какой- 
угодно членъ геометрической прогресыи получается оть умноженя 
прехыдущахо чхена на знаменателя прогресс, т.-е. второй члееЪ 
равенъ а4, трет ад’, четвертый а4”, -.., п-ый 4”. СлБдова- 
тельно, члене, занимающий какое-уюдно место, равень первому, умно- 
жеенному на степень змаменателя, похазизнезь которой равень чиелу 
предшествующихь ему членов». Итакъ, пишемъ формуху 
т 29" *. ° (2) 
$ 338: Саъдетые. — Формуже (2) представляеть зависимость 


езду чегырьмя чиеламя 0, 1, 4, *, Что двене возможшинить. бпро- 
дЪлиЗЬ одно ИзЪ Нихт, КОСА три остальныхь узейстнн. Рная посль- 
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довательно ураниеше (2) отиобительно каждаго изъ отихь четырех 
кодичестьь, находнмъ формулы: 
` 
== й : 
1-е, ор ] р 
т а — не. | 8) 
= о .} 
Поелёдняя формула предполагаеть известными основиыя свойства 
логариемовь (8 365 и слВл.). 


$ 339. Теорема. — Если ярошесся — возрастающая, зто можно 
вседа продолсить се настолько, что члены ея стануть превосходить 
всякёй данный предьдь. 

Въ самомъ дЬлЬ, разсматривая три поехвдовательныхь члена 
+ № Т прогресеи (1), по опредбленю имфеит: 


вм, 1; 


а послф вычитания: 
1 = (99. 


Но знаменатель прогресйн 9 больше едвняцны; сл®довательно, 
разность (}—й) больше разности (Ё—#), а мотому избытовъ 
вавого-нибудь члена недь предыдущимъ идеть, возрастая. Если бы 
этоть’ избытовъ оставался постоянныит, вавь въ зриометической 
прогресейи, то, прибавляя его къ первому члену а достаточно 
болышое число разъ, мы могли бы получить сколь-угодно большой 
результать. Здфсь же избытокь идеть, увеличиваясь; значить, 
и подавно (& [руйой) этоть результать мы можемъ едЁлать сколь- 
угодно больнтикт. 


$ 340. Теорема. —Еели проресня— убывающая, то ее можно про- 
должизнь достаточно далеко, чтобы члены ея стали меньше веякаго 
предъла. 
Въ саможъ дл, если ааманатель 3 прогреве (1} меньше еди- 
1 1 1 1 
ницы, то члены ея рр в р образують дру- 
ъую кратную прогресею, знаменатель которой я больше едивицы, 


нотому что изъ равенствь 


$—0-.4, 6=5.4, @=е.4,... 


Итакъ, по предыдущей теорем8 можемь заключить, что дроби 
1 


1 1 
—> 3.1 ноут одфлаться скольугодно большими, а потому 
ихь знамеватези &, &, { могуть сдлатьея сколь-угодно малыни, 
что и требовалось доказать. 


$ 341. Вставлеше средиихь геонетрическихь.—Ветавить тр сред- 
нихь геомотричеевихь между двумя данными числами а и 6 зна- 
чить найти таную вратную прогресейо, въ которой а и $ были бы 
крайними, а эти и среднихь геометрических — промежуточными 
членами. 

Очевидно, что для рёшеня этого вопроса доетатояно найти 
знаменатель прогресфи, такъ какъ, умножая ия него первый членъ, 
получимъ второй, умножая второй, получимъ трей, и т. д. Но 
въ этой прогресми извфстенъ первый члень а, поелбдый $ и 
число членовь (т -|- 2); слФдовательно, можно воспользоваться фор- 
мулою (2), по которой найдемъ: 


.=Й-. ® 


Прикфрь. -- Вставить три средвихь геометрическихь нежду 7 н 112. 
Знаменатель протресыя будеть 

/ па 

=И = 


н искомая прогресс намишетея такъ{ 
14:25:56: 023. 


$ 342. Теореша. — Юли между хажедыми двумя послидователь- 
ными чаенами зеометримеской пуотрессйв етавииь одно и то же 
число т ередниаь еометрическить, зто: получится вето одна професая, 
знаменатель которой будеть равень корню (т-- 1)-0й степени из 

ервоначальнаю знаменателя. 
Въ самомъ дЬлф, знаменатели разлачныхь чаетвыхь прогресс 
выразатся` формулами: 
= 


"ЕЯ 
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`”. . 2. я ^ ПЕ 

`-_ И потому вов оня равиы У. Кром® того, посхдизй членъ каждой 
прогресс. ость нЪ.то ще время первый членъ стфдующей; отсюда 
заключвемь, что всв`эги прогрессии можно разоматривать, жакъ” 

$ 343. Задача.-—Опрайьлить услове, при которомь ‘тры. чела 

- в $, с быль бы членами одной и той эке провесеи. ` 
° Разематривая. а, вавъ первый зленъ; обозначить зерезь жив 

. нензьфстное чиело- зденовь, продивотвующиь $ в 
хожу низа $ 337: . 


а, о, 
тдф 4 — неизнфстный знаменатель. Возвышпан первое уравнене въ 
п-ую, & второе—въ и-ую степень, получных: 

2 о", в 9", 
откуда, во исключены 9, , 


ва, шо 


Это и есть искомое условю. Око упрощается, если предположииъ, что. 
с 


а, $, с соизыфримы, тавъ какъ тогда, привохя отнощешя у 
. о ь 
къ ихь простёйшииь выражешямь и обозначая черезъ инт 


равныя имъ несократимых дроби, можежь написать: 


Вновь полученныя дроби, будучи также несокрятимыми, ногуть 
быть равными только въ томъ случай, если 


и=и, и=Р; 
а 910 требуеть, съ одной стороны, чтобы у и # состояли изъ 


тавьхъ же перзоначальныхь множителей, кавъ Вир, и съ дру- 
той стороны, чтобы показатели одного и того же множителя, въ 


то 
ЕВ ивъви{, были въ постояннонъ отношени г Если эти 


: № 
услошя выполнены, то ови опредфляють отношение > При чемь зи 
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и я въ отдёльности остаются неопредфленными; сл®довательно, 
4, Ъ, е могуть быть членами безчисленнаго множества прогрессй. 
$ 344. Прижомене, — Кожи сочзмеримыя числа могута быть членами 
звометриеской прогресеёы омтетиь съ числами 1 и 10 
Обознячинъ зеревъ. одно язъ искомыхь чисеть; ва основание 
предынущаго 


р 
(Рута, ван 
“4 


| 
Е 


тв ом в и_щёлыя чиела. Но вторая часть ееть цлое число; сльдова- 
тельно, первая тоже должна быть цвлымь чиспомъ, в тркъ казъ. по 
. м 

предположению, дробь, г носократнма, то ‘необходимо, чтобы #=1 и, 
сзвдовательно, р"-=10", Это же посхьдаее разенетво иметь место въ том 
случа», осии р ие содержитъ другихъ первоначальныхь множитетой, пром 
ть, наъ которыжь состоит 10, 1..2 и 5, наче товоря, воли р 3" 5. 
Отеюла вытекаеть, чо 3” Х 5" —-2*Х5*, & потому непремьнно 
ат тп, ялн з—8-2 №. Тажимь образомь показатели множителей 

Зи 5 числа р должны быть равны, ихн, иными словами, р должно быть 
стецелью 10. 

`Игакъ, изъ соизывримыхь чисель только стенени 10 могуть быть 

заенами такой геометрической прогресен, эъ которую входятъ такь же, 
хажь члены, числа 1 и 10. 


$ 345. Теорема.—Бо ссякой зеометуической проресеён промзве- 
деще деухь членовь, равноотетотнить оть хонцовь, постоянно и 
рчвно произведению крайнихь. 

Вь самомъ двд, пуст» будеть дана прогрессии съ конеченыъ 
числомъ чженовъ: 


&:6:е:4:. 


18:8 
второй членъ $ равенъ а4, предпослёднй № равенъ 2 


тельно, ихъь произведеше 5% = ай. Вообще, чень х, завинаюнщй 
(›-Г 106 мфето оть начала, равень ад’, а члень у, занимающий 


(Р- 1)-0е иБето оть конца, равень р. бтоия вытекаеть, что 


сдфдова- 


ихьъ произведеше ду == а. 


$ 346. Произведеще зленевъ прогрессом. — Обозначимь черезъь Р 
произведен!е членовъ прогресс, начинающейся съ а, ‘обанчиваю- 
зхейся членомъ.} и ниЪющей и члевовъ. Ившемъ: 


Рай... 8. 
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Нроизведеяе, ве ааыбнитса оть перестановки. множителей; 
потому мы. можем разифотять ихь. въ обратном порах: 
ПРЕ г... фа. 


‚ Шеренвожнмь по-членно эти два равенства, груивруя множители, ^ 
`равноотстояийе оть вонщовь, попарно: 


в= <@ФЫС - - ва 


Но ве произведена“ в саобкжь равны а @ 345). "Кром ото, 
число ихъ равно числу членовъ прогресеи; сяфдователено, 


р =), 


эткуда 
Р=У()* (6) 
Итакъ, промаведфеме членовь протрессйе равно звадратному корню 


3» степени произведещя крайнить членовь, показатель которой есть 
Число членовъ, 


$ 347. Сушиа членовъ- геоветричесной ини об, 
зерззь $ сумму члейовъ предыдущей прогресет, тавъ что 


Я=а-- Рена... НЕЕ 
Умноживъ обф части этого равенства на 9, получимь: 
5 — а а Ра 44+... ам -и. 


Но, по опредфленю, 4 =, 4—е,4—4,..., =, ЧЕ сл 
дователько, иредыдущее равенство преобразовывается въ тахое: 


Я =е-е-а+... НЕ-ии. 


Если предположить ‘9 > 1 и вычесть 5 изь 54, то, по вокращени 
Фдинаковыхь членовъ въ обфихь частяхь, напишемъ: 


м—В=И—а ви 69—=9—@а, 


откуда 
—_9— а 
а!’ 


Итакъ, чтобы получить сумму -членовь возраспинощей вометри- 
ческой пропрессйи, надо вычесть, первънй члень изо зюизведеня посмьдняю 
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лени’ на. знаменатель прошесеи м полученную разность раздьмить 
на избытокь знаменателя надь единицею. 

Продволагая же <}, ны уже не можемъ вычитать 8 изъ 04; 
вычитаемъ тогда 89 изъ 5 и пашемъ: 


8— 51 =а— 1, нли 81—93) «Ши, 


откуда 
а 


=. 


(8) 


Итану, чапобы получить сумму членовь убывающей пропресейи, надо 
везивоть изь перзао члена произведена посльдияю на знаменатель про- 
зрессёи и полученную размонть раздъминь на избътокь единицы надь 
знаменатедемь. 

Но соглашеня относительно отрицательныхь чисель дають в03- 
можность этоть второй зидъ [формулу (8)] считать равносильнымъ 
первому (7). 


Заифчане. — Если бы были извфстны только нервый чденъ а, 
знаменатель прогресби 4 и число чденовъ %, то, чтобы воепользо- 
затьея предыдущими формулами, пришлось бы сначала вычислить 
послед членъ 1 по пормул® (2), а затфыъ его значеше под- 
ставить въ формулы (7) и (8); тогда мы будежт имфть: 


(9) {10} 


$ 348. Предълъ суммы членовъ убыкающей прогрессом, — Формула 
(8), дающая сумму членовъ убывающей прогресфн, можеть быть 
написана такъ: 


Но если число членовъ безконечно возрастветь, то выражеше 


5 зависящее только оть перваго члена я знахенатезя про- 
тресейн, еохраняеть постоянно одно и то же значеше, `а произве- 
деве? гу составленмое изъ множителя 1, убызвющаго безнре- 
„дБльно. (8.340), в Востолннаго хпожитеви .7., можеть стать своль- 
утодно малышь: Ноеэтому, стижи членовт, ‘оставаясь воегда меньше 


—5——808 — 

т , ‚можеть. «Филичаться отв < 28 Соль угодно малую водичинт 
„при доевиочио божьшомть и Я ево Вными евовами, а веть 

. прахвль, къ корму стремится еужма, пю мёрё того как - сло 


‘членов безпредьльно: растетъ. Обозначая этоть предёлъ череь 8, 
пишемъ: 


Доле. 9 


$ 346. ировивв, Дстичная `перюдическая дробь зажить быв ы 


<ыатриваема, какъ беаконечно-убывающая прогреемя, и поэтому къ ней”, 


приложима формула (11). 
Пусть, ввир., дана перодическая дробь 


0,3535353535 


Воли раздЪаить ее яв грани по 2 цифры въ каждой, начиная отъ запятой, 
то ев можно разоматрявать, какъ предьлъ суммы членовъ безконечьо- 
убывающей геометрической прогресин 


5% 
106 ° 16000 ° 150000 ‘106600000 


©0 знаменатольмь 15- По формушь (11) этоть предьдь равенъ 
35 
15 35. 
т, ав у; 


360 


реаультать точно такой же, какой дается и въ ариометиЕь, въ теор 
перюдическихь дробей. 


УПРАЖНЕНЕЯ 
Ъ Опредьлить ариеметическы прогреест, въ яоторыхь сумма двухъ 
канихь-угодво члевовъ есть также члень прогреве. 


нэ. Это—таюя прогресс, въ которыхь первый члень воть кратнов 
относительно разности прогресоля. 


Ц. Опредфлить гвометричесв}я прогресёи, въ которыхъ пронаведен!е 
двухъ какихъ-угодно членовъ всль также членъ прогресс. 


тв. Это—ташя прогрёсой, въ которыть первый чиенъ есть степель 
знаменателя прогресейи. 
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ТН, Если въ нёкогоромъ рядь чисель вавдое изъ нихъ еёть полу- 
<умиа тЪкЪ, между которыми оно стоить, то эти чиела образуютъ ариеме- 
чическую прогресево. Если же каждое изъ инхъ ость средняя пропорцю- 
нальная между тВми, которыя его завлючають, то сил обравують гео- 
метрическую прогрессю, 


тв. Эти задачи непосредственно сводятся на овредьлешя (88 326 
и 335). 


ТУ. Въ какихъ ариометическихъ прогресаяхъ существуеть отношен!е, 
не зависящее оть #, между суммою ® первыхъ членовъ и суммою п 
слъдующихь? 


Фи. Это--тввя прогресош, разность которыхъ равна удвовиному пер- 
вому члену (см. стран. 188, упражи. 11). 


У. Мотуть ли быть членами одной и той же ирогресойн, ариометаче- 
ской япи геометрической, числа Уз, Иъи У7? 


отв, Нать (88 330 и 343). 


У. Неци раздфшитль рядъ нечетыхь чцооль 1,3, 5,1... на так 
труппы, изъ которыхь нервая состояла бы изъ одного члена, вторая— 
изъ двухъ, третья — изъ трехъ, и т.д. то сумма всъхъ членовъ каждой 
труппы предетавить точвый вубтъ. 


те. Составияемъ первый и послди!й член пой группы и прила- 
таемтъ формуку (6) 8 333-го; найдемъ, что сумых равяа я". 


УИ. Давъ радъ 1, 2,4, 6,8, 10, ...; сумма я первых его члевовъ веть 
яечетное число. Еслн къ этому посльдиему мы прибавимъ (#1) слЪ- 
дующихь аа нвиъ нечетныхь чисолт, то получимь куб. 


Отв. Въ результать получимЪ *?, пользуясь тъыъ же ирмемомъ. 


У1И. Въ тоометрической прогрессом, состоящей изъ шести члеповъ. 
разность между крайвими членами превышаеть разность между средними 
боле, чВмъ въ 5 разъ.. 


07. `Вырааемь отношеще двухъ разностей въ зависимости отъ 
знаменателя прогревыи и находимъ, что пнштиза этого отножен!я есть 5. 


1Х. Давъ рядъ; состоящий изъ такихь чиеновъ, что каждый изъ нихь 
есть попусумыа двухъ предыдущихь; зная два первыхъ здена а и 6 этого 
ряда, найти продфь, въ хоторому оБъ стремитен но ыВрь вее бультаго 
и бльлаго. возрастан!я числа членовъ. 


8+ 
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Х. Пусть будеть дана какая-нибудь пин АВ; на ной отмёчають ая 
середину С, затьыъ отыфчають середину Р отрьзка` СВ, далфе — сере- 
диву ЕЁ отрёзка РС, далвесередиву Р отрьзка ЕР, далье-овредину 67 
отрьока ЕЕ и такъ до безконечноста. Найти, къ нахому предфду при: 
ближаются точки С, Д, Е, Е 6, по мЪрЬ того какъ 


К Е 
число ихь вов бозе игбожье раолеть. 


9тв. Продвдьнь точны ваходитой ОРЬ тонки"В -на’ рызребииие ра. 
номъ одной ‘трети АВ. 


ХЕ. Найти предълъ ‘суммы дробей: 


1 з 3 + 
и 


чиелители когорыхь идугь въ аркеметической прогрессйр, а знамена- 
тели—въ геометрической. 


бла. Раолагаемъ этотъ рядъ на нёсвольно геометрическихь убываю- 
щихь прогресой и находимъ, что предфль равенъ 2. 


ХИ. Двйъ рядь чйееть 
3,6, №, 15, 91,... 


тавихъ, что раавость важдыхт двухъ поспфдовательныхь изь нихъ уве- 
лячивается вое время на 1; найти сумму я первыхь членовъ этого ряда. 


яя -- 1) 


Отв. Находиыь, чго вный лень ранень ^^7-^ ичло искоиая сума 


веть 2+ п +2. 


ХНЕ Въ геометрической прогресезя, чисшо зленовъ которой—нечетное, 
<умма крадралокь всфхь членонь равна сумыв вофхь членовъ, умно 
женяой на вабытокь суммы чшеновъ, занимающихь ночетныя мзоте, 
задъ суммою члевовъ, занимающихь четныя мьета. 


Отв. Составляемъ укавацныя «уммы и безъ труда повзрявмь спра- 
ведливоеть этого равенства. 


ХИ ‘ча ариеметическая прогресс, члены которой — цёныя 
зисла. и дан Числор, взвнино-первое съ разностью прогресс. Требуется 
показать, что если раздьшить р носльдовательныхь членовъ на р, то 
въ оотаткать мы получимъ всЪ чисна: 0, Ъ 2, 3,..., р—1). 


@та. Локазываотся. что двухь равзыхь остатковъ получить нельзя. 
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ХУ. Дань треугольникы; строять второй, привязъ за эго стороны 
мещаны перваго; затьмъ строять тремй, причавъ ал вго стороны меданы 
второго, и закъ до безконечности. Найти предьть суммы площадей 
вобхъ этихь треугольшиковъ. 


те. Зтоть предёль равевъ учетвереиной площади даннаго тре- 
угольники. 


ГЛАВА ВТОРАЯ 


Элементарная теор!я логариемовъ 
1. ОпрЕдВнентЕ ДОГАРИФМОВЬ 


8 350. Опредфлене,— ели разсматриваются дв прогрееба: одна 
геометрическая, начинающаяся съ единицы, другая ариеметите- 
ская, начинающаяся съ нуля, то члены второй называются лоа- 
риемами члеловъ первой, занимающихь соотв тетвенно т же мёста. 
Нусть даны двё прогресет: 


1:91:19: 
—- 0.*.2#. 3.47. 


зи" есть логариемъ 9". 


Замфчане, —Логариемъ числа, разсматриваемаго отдёльно, впожнё 
произволенъ. Вопросъ, какой логариежь чиела 3, не имфеть ника- 
вого смысла, до тёхъ порь пока ие выбраны прогресыи, опред- 
ляюнця снетему логариемовт, о которых хотять говорить. 

Во вефхь системахь догариежь 1 есть 0- 


$ 351, Распространеме предыдущаге опредълент. — Какъ только 
зыбраны двё прогрессш, опредёляющуя систему хотариемовъ, то тЁ 
чнела, когорыя не будуть членами геометрической прогресен, ка- 
завось бы, не дожжны, по предыдущему опредфленю, пыфть лога- 
риемовъ; мы сейчась увидимъ, что, распространяя это опредфдевю, 


мн вснкое число, большее бдиницы, моженъ разорить закъ _. 


им шее  логаризмъ, 


Вставить. мешду двумя “осибониноярарни еонаин- завдой 


изъ прогрев ®. ‘одно. я то же чнсо среднихь мерить 
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я ариомелическихь) членовъ; мы полузимъ тогда (88 331, 342) 
№ новыя нрогреесш, начинающуяся также: одна. съ 1, другая съ 0, 
при чемь вс взаимно-соотвфтетвенные члены въ первоначальныхь 
прогресфяхь будуть ззалмно-соотвЪтетяенныйн Членами и въ но- 
зыхь прогресаихь. Олфдовательно, мы можемь сказать, что здены, 
вставленные въ ариометическую прогресю, представляють лота- 
риомы саотвётствелныхь чденовт, вотавленныхь въ гебметризескую 
прогресерю. :. 
$ 352. Теорема, — Чтобы ‘такое распространене опрёд®левя могло 
быть принато; необходимо доказать, что если, вставляя въ теоме: 
трическую прогрессйо различное число средвихь геометрических, 
мы введемъ, лвумя различныхи способами, одно и то же число, то 
мы найлемъь каждый разъ для него одинъ и тоть же логариемт,. 
Предположямъ, что сначала мы ветавили (р— 1) средвихъ 
(геометричесвихь к ариеметичеекихь) между послфдовательными 
членами прогрессй (1); тогда знаменатель геометрической про- 


просел будеть равенъ У а @ 341), а разность ариеметической 
— 58 329). Отсюда слфлуеть, что &-- Ю-ый члекь въ первой 
протресои равенъ У: ‚ а соотвфтствующий членъ но второй 
Е 2 

и теперь предположимь, что между послёдовательными членами 


прогресейй (1) мы вставили другое число (»’— 1} среднахъ (хеоме- 
трическихь и ариеметичеекихь); &--1-ый членъ въ первой прогресеи 


будеть (( ‚ соотвфтетвуюний членъ во второй у 


Докажемъ теперь, что веля 
(= © 


АК 
в 


то тавже в 


; 
7, ИЛИ 
р 


ДЪйствительно, возвышая 06% части равенства (2) въ степень 


р’, получимъ: 
ны 
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& изъ этого послфдняго равенства, очевидно, вытекаеть слдующее: 
, Е 

У = р, или =. 


Итакъ, если можно ввести кбкое-нибудь число двумя различными 
способами въ звометрииескую провесейю, то для. нев найдется 
хаждый разь одинь и тоть оке лоариомь. 


$ 353. Теорема. — Есль одни лоариомы вычислить, вставляя между 
посльдовательными членами объихь процесс нъкоторое чиело сред- 
нить (‘ометрическихь и аривметическиа»), а друпе— вставляя друше . 
число среднижь, то можно и ть и друце злариомы считать принад- 
лежащими къ одной и зной же системь, 

Чтобы доказать это, замфтимь, что если между послфдователь- 
ными членами геонетрической прогрессти вставинъ сначала (2—1), 
а нотомъ (р’— 1) среднихь геометричесвихь, то вс® полученные 
злены, и въ томъ и въ другомъ случа, будуть членами одной и той 
ке единственной прогресш, которую получимъ, вставляя (рр’— 1) 
среднихь теометрическихь, Въ самомь дЬлЬ, ветавляя (рр’— 1} 
ереднихь теометрическихь между двуми послфдовательными чде- 
нами и 6 нЪкоторой прогресси, мы передвигаеиъ членъ $ на 
{ру’-- 1)-ое ыфето. Поэтому, если мы возьмемъ въ послёдней по- 
лученной прогресфи только т. злены, начиная со 2-го, которые 
етонть на у’-ыъ мфетЪ одинъ посдф другого, т.е. (р’-|- 1)-ый, 
{2 -- 1)-ый, (30’-- 1)-ый,..., то В окажетея р-ымт, членомь этого 
ряда. Обозначая знаменатель послфдней прогресыи черезъ 4, мы 
вайденъ, что члены, отобранные такимъ образомъ, соотвЪт- 
ственно равны 24”, аа’, а4*”,..., Т.-е. что посяфдый рядъ веть 
также прогресфя и что эти члены можно разсматривать, кавъ 
{р— |) средвихь геометричесвихь мемду ‹ и 6. Точно такъ же, 
отбирая члены, стояше на р-омъ ифотВ одинъ послВ другога, на- 
чинал со 2-го, увидимь, что  будеть стоать на р’-ожь иЪетф въ 
этомъ новом ряду, и что в6В отобранные члены можно разема- 
тривать, вакъ (р’— 1) ереднихь геометрическихь между а # 5. 

То же самое замфчьше относитея и къ арнометичесвой про“ 
гресеш; такямъ образомъ мы видимъ, что деБ системы, которыя 
мы . подучимь, вставляя: отдельно (р 1) я (р. 1) креднихь 
{теометрическихь и арнометическихь), составаяють всего одну си- 
тему, боотьфтствующую м 55 среди еометрическимь и 
ариометическихь), 


20* 


— 808 — 


Напр., пусть а и $ обовначають двв какихъ-нибудь послфдователь- 
ныхь члена геометраческой иши арнеметической прогрессфн; вставимъ 
между а в Ь сначала три ореднихь, в залфмъ пять, такъ что обравуются 


прогресса: 
а, А., А» Ау В 


а, В,,В,, Въ, В, В,,6. 
Если теперь мы вславимт, #.6— 1) =28 орбднихь, то получимъ вовую 


прогрессйю, въ`которой А.,. А» 4, будуть `соотьбищенно 1-мъ, 13-мъ, 
19-мъ, а В, В, НВ» Вь -В, — соотавтотвеныо 5-мь, 9-мт, ЛЗомь, 17-мъ, 


21-мъ членами: . , 
7 $ 354. Теорема. — Между посльдовительными членами зеонетри- 
ческой эрнтрессви ножено вставить достаточно большое число ореднить 
чеометрическихь, чтобы два какиал-узодно посльдовательныхь часна 
мовой прозресеёи отличались друть оть Фруш на сколь-уюдно малую 
величину. , 

Въ самомъ дфлЪ, пуеть 4 будеть знаменатель, & А и Аа два 
вакихъ-нибудь посдфдовательныхь члена данной прогреефи. Если 
между этими двумя членами вставинь (%— 1) среднихь геоиетри- 
зескихь,`то знаменатель новой прогресои будеть ‘9; потоку, два 
послфдовательные члена этой прогрееци, взятые между А и 449, 


будуть 4 [ий а} Е «(уз у 7, а разноегь изъ 
у)" - 41}, ви Уз Утц. 
Такъ какъ А меньше т, то (у мевьше 4; слфдовательно, раз- 
ность меньше - 
(ут —1). 


Но, когда т безпредВльно возрастаетъ, [ Ут— 1} стремится 
хъ нулю. ДЬйствительно, довазать, что при достаточно большомь 9% 


Ут—:<ь 


хакь бы на было мало ®, равносильно тому, чтобы доказать нера- 
зенство 


Уч<и-ь ви чае”, 
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Это же послёднее неравенство очевидно, такь какъ мы знаемт 
{3 339), что степени числа ббльшаго 1 безпредёльно возрастають 


выфетё съ ихь покавателемъ. 
в 
Итавъ, миожатель (и — 1 стремится въ нулю, а миожитель 


А4 остается постояннымт; слёдовательно, и произведене 4а\Уч— 1) 
можеть сдфлатьея скольБо-угодно малымь, если придадимь ‘т ло- 
статочно большое эначене; отеюда завлючаенъ, что разематри- 
заемая разность и подавно (4 [07Н0»)) кожеть быть сдёлана своль- 
УТОдно малою. 

‚8 365. Замфчане.—Изъ теоремы 8 3654-го вытекаетъ, что числа, 
логарнены которыхъ опредёяены въ предыдущихь параграфахь, 
идуть въ возрастающеиь порядьб, при ченъ разность между ними 
можеть быть сдёлана сколь-угодво мадою. Однако, если отрани- 
читься этимь опредвлешемъ, то ны должны будемь считать без- 
численное количество чисель не инзющими логариомовъ. ИзвЪетно, 
напр. (8 344), что каково бы ни было число среднихь геомегри- 
чеекихь, ветавленныхь между членами геометрической прогреейи: 


1:10:100:1000:..., 


ни одинъ изъ ннхъ ие будеть соззыёримымь числомъ. Напротивъ, 
веЪ соизы®римыя числа могуть быть вставлены, вакъ среде арие- 
метичесве, въ ариометическую прогрессЁю: 

--1.2.3.4.5... 


СлЬховательно, въ систем логариомовь, опредфляемой этими двумя 
прогресбями, соизмьрилыя не итьлыя чисза предетаваяють доюриомы 
несоизмтримыхь чисель, а соизмримыя числа, не иредставляющея степе- 
ней 10, должны быту раземитриваемы, какь не имьюийя лозариомовь, 
потому что они. не мочуть быть членами шометрической проуееси. 


$356. Опредълене логармемовъ чисель, ноторыя не могуть быть 
членами геометрической прогрессм. — Когда число не можеть быть 
зведено въ. геометрическую прогресей, то его логариемъ, который 
н6 можеть быть соизифримымъ чиеломъ (8 355), опредфляетея 
слдующиыь образомъ: . а 

Доаривль числа М, которое не моожекь быть членому звожетрн- 
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Напр., въ снблен$, опредфляемой прогресями 8 3556-го, число 
37 ие можеть быть членомъ’ геометрической `прогресен.. Чтобы 
опредёлить его логарнемъ, согласямея ветевить между 10 и 100 
‘значительное число средняхь гооистричесвихь, а между 1 и 2 10 
же число ередивхь ариометичесвихь; тогда мы въ геометрической 
протресен изйдемъ два послёдовательныхь члена, нежду которыми 
находится 37 и соизифримые лотариомы которыхъ, весьма. мазо 
отличаяеь другь оть друга, по опредфленю, будуть заваючать. ло- 
териомь 37. Значене этого логариена  будеть притомъ внохнь 
опредфленное: онъ будегь общимь предёлонъ, кь которому будуть 
стремиться логариены обоихъ чиселъ, каждый разъ завлючающихь 37, 
когда число ветавляемыхь среднихь безиредфльно возрастаетъ. 


$ 357. Теорема—Изъ всего предылущато пытеваегь, что всякое 
число, большее 1, иметь лоариюмь. 


1. ОБовщВн1Я, РАСПРОСТРАНЕННЫЯ Ел НЕСОИЗМЕРИНЫЯ 
ЧИСЛА 


$ 358. Общее опредфлеще несоизмримыхъ чиселъ.—Мы только-что 
опредфлили ($ 356) логариехъ числа, указывая, каковы т соизиз- 
`римыя числа, которыя больше его, и каковы т, которыя меньше 
его. Этоть способъ и употребляетея обыкновенно для опредфленя 
несоизифримыхь чиселъ. Не безполезно будет дать изеколько разъ- 
ъяененй по этому ловоду. 

Существують величины, не имфюпуя общей уфры. Извфетно, 
нар. что магональ квадрата несонзыфрина съ его стороною; то 
же надо сказать о дагоноля и ребрё куба. `В» этомъ случа отно- 
шеше двухъ величинъ не можеть быть выражено пикажныь и%- 
лымъ или дробнымь числомъ: говорят, что это отношеве несо- 
изиЪримо. 

Для опредвленши несозивринаго числа можно тольно указать, 
кавкь можеть составиться изъ единицы выражаемая имъ величина. 
Пусть, нанр., требуется опрелфлить несоизи$римое число уз; пред- 
ставляющее бполнъь опредъленную величину, именно, даину даго- 
нали квадрата, сторова которато равна единиц. Говорять, что 
нёвоторое число больше яли меньше Уз, емотря по тому, будеь 
ли его квадрать больше или меньше 2. Положивь это и зыбравъ 
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вБкоторую единицу длины, разематривають зсв числа, какъ вырв- 
аюция длины, отвладываемыя на одной и той же прямой, отъ 
какого-нибудь общаго начала, въ одномь и томь же направления. 
Одна часть этой лини будеть содержать точки, которыми оканчи- 
ваютея длины, изифряемыя чнелаии, меньшими, ч8ыъ У3; другая 
же—тВ точни, которыми оканчиваются длины, измфряемыя чие- 
ламн, большими, чфыъ У2. Между двумя этимн частями не м0- 
ожеть существовать промежутка конечной длины, так какь числа 
одного ряда отличаются на сжоль-угодно малую величину отъ чи- 
сель другого ряда. Слёдовательно, между ними будеть тольво одна, 
демаркаионная точна, или точка разраниченя (рошё Че абтаатсайов), 
и разстояне этой точки оть начала, по опредёленю, измфряется 
числомь УЗ. 

Мы отраничилиеь опредёленемъ величины, мёра которой есть 
У?. Да и на самомъ дЪлЬ, нфть зозможноети опредфлить прямо 
отвлеченное чнело. Размышляя надъ данными опредфлещями, ин 
увидимъ, что даже въ простыхь случаяхь, когда разсжатриваются 
цфлыя и дробныя числа, эти опредфлешя суть только увазаше 
дЬйстия, при помощи вотораго получается изь еданнцы величина, 
измфряемая этими числани. 


$ 359. Сложеше и вычитане.— Сложить или вычесть несоизм8- 
римыя числа значить найти число, выражающее сумыу вли раз- 
несть величинъ, измфряемыхь данными числами. 


$ 360. Уиножене,--Еели множитель соизифримое число, то из- 
мфиять опредзлене умножешя не приходится. Такъ, нарр., умно- 
жить 2 на 7 значить найти число, выражающее величину въ 
Т разъ большую той, которая выражается чисхомъ У2. Унножить 


Е: 
У2 на 3 звачить найти число, выражающее величину, равную 
з 
т ой, которая изифряется чнсломъ уз. 

Если же множитель несоязиримое число, то надо дать новое 
опредфлеше. Мы назовем произведещемъ числа А на несоизыВ- 
‘римое число В такое число, которое меньше произведен я 4 на какое- 
утодно соизыёримое число, большее В, в болыне произведена А 


ив какое-угодно сонзыфримое число, меньшее В. 


$ 361. ДБленв.—РавдАлить знсло А на чнело В значить найти 
такое третье число, которое, будучи умножеко на дёжитель В, дасть 
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дфлимое А. Это опредзлене можеть быть принято во ЗСВЕЪ елу- 
чаяхь, каковы бы ни были числя А и В, соязыримыя или несо- 
авы римыз. . 


$ 362. Корни. Корнемь 2-ой степени изъ несоизифримаго числа 
„нбзчвается число, которое, будучи взято т разь множителемъ, 
дасть ироизведене, равное данному числу. |, ` 
. Мы видимь, что единствоняое дйстые, которое требуеть вполнф 
новато опредфлевя, есть умиожеше; вс%. обтальныя, опредфлешя- 
связаны съ нимъ. ” Г 


$ 363. Теорема.— Всефа можно найти два такихь соизморимыхть 
числа, заклочеющихь данное несоизмримое число, разность между 
хоторыли будете сколь-узодно мила. 

Въ саномъ дёлЪ, пусть ® какое-нибудь цфлое число; разема- 
тривая рядь 


мы увидимъ, что члены его увеличиваются безнредфльно; и тАЕъ какъ 
они начинаются еъ нуля, то данное несоизиримое число, ваково бы 
оно ни было, необходимо заключается между двумя изъ чиселъ ряда, 
Е #1 
з в 1 
разность, раввая „, будеть сколь-угодно мала. 


‚ при чемъ ® можно взять настолько большимъ, что ихъ 


$ 364. Распространене теоремъ, дяказанныхь для соизифриныхь 
чисель, на случай несомамфримыхь чиселъ,---Предыдущая теорема, 
очевидно, даеть возможность распространить на несоизыфрикыя 
числа слфдующя теоремы, доказанныя дла соизмфримыхь чисель. 

1. Вь произведение изъ нзьсколькиль множителей можено измьнить 
зюрядокь множителей. 

2. Чтобы умножить чиело на произведеще изь нъсколькыхь мно- 
акителей, можно умножить ео послльдовалтельно на отдъльные мно- 
эеители. 

3. Чтобы умножинь произведене ма какое-нибудь число, доста“ 
зиочно умноюить одинь изъ ею множителей на это число. у 

4. Чтобы умножить одно произиедее на друое, достаяночно 
составить всею одно произведене изь множителей множинаю и 
множителя. 
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5. Чтобы перемнореить дар степени одною и пою ме числа, 
достаточно сложить показатилей. 


1Н. Свойства логаривмовь 


$ 365. Теорема 1.—Лозарнемь произведеня двуть множителей ра- 
вень суммь лоюриомовь мновеителей, 


Пусть будуть даны дв прогрееси: 


и] о 


0.7. 2^. Зи... ... ...-, 


опредфяяюн{я систему погариомове. Члены первой представляютъ 
послВловательныя степени знамевателя прогресси 4, а члены вто- 
рой— посл довательныя хратвыя относительно ‘разности прогресейя х. 

Если умножинъ другь на друга два члена геометрической про- 
тресеи, 9" и 4", то получинъ произведене 4”*", которое, очевидно, 
представить (в -|- в | 1)-ый член® той же прогресс; если же сло- 
жимъ логариемы 1” и д”, т.-е. и” и", то получинъ сумму (т п)", 
которая, очевидно, будеть (*--я--1)-ыыъ членомъ ариометической 
прогресйи и, сл®довалельно, логариемомъ 4”**, тавимъ образомь, 
‘теорема, доказана. 


$ 366. Обобщене. — Продылущее доказательство предполагаетъ, 
что разематриваемыя числа — члены одной и той же кратной про- 
тресеи; оно не относится къ несоизмёринымь логарнемамъ (8 356). 
Чтобы коказать справедливость теоремы и для этого случая, заи- 
тижъ, что если даны два какихъ-угодно числа Ми №, то всегда 
можно вставить въ 06% прогреефи столько среднихъ, что члены 
будуть увелечиваться, весьма мало измБняясь, и что, слфдовательно, 
въ нихь найдется дка члена №, и М№,', отличающеся сколь-угодно 
мало сть Мя №’. Съ другой же стороны, мы будемь ныфть (8 365); 


то8(М, Х К, = №5 М, + №№... . 


'Первая-часть этого равенства етличается сколь-утодно мало оть 
ю&Их №), а второй также сколь-утодно мало отъ 106 №М-{- 05 №; 
слфловательно, невозможно, чтобы 108(М Х №) ЮБМ -- ЮЕМ' пыфди 
какую-нибудь опредёлениую разность, и потому этя два: кохичеетка 
равны между собою, что и требовалось доказать. 
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$ 367. Распространене на случай болфе двухъ множителей — Преды- 
дущая теорема распространяется на случай какою-уюдно число 
множителей. Пусть, напр., дано произведене изъ четырехь мно- 
зкитедей: абе@; очевидно, что 


1ов(аде@) = 1ов(абе Ж @) == 10е(абе) -- 1084 
105(а5) + 106е -- 1084 == юба -- 108 + 1юбе — 1054. (1) 


$ 368. Теорема |.—Лоариожь льлой в положительной степени 
какого-нибудь числа равень произведено лоариома числа на покази- 
теля степенц. у 

Этв, теорема есть слёдотые предыдущей. Пусть, въ самомт д®лЬ, 
а‘ данвая степень; инфемъ: 


102%' — Ю2% Ха Ха Ха) = Юва - 10а - 105а -- 1юва == оба. 
Доказательство, очевидно, остается одно и то же, кавовъ бы ни 
быль пфлый и положительный показатель. 
Такныъ образочъ, 
105 а” == т 106 а. {2) 
$ 369. Теорема И. — Лиарионь частнио фавень ломриому дь- 
дымоло безь лоюриема дуфителя. 


Пусть дано частное ь ‚ которое обозначимь черезъ у; мы бу- 
демь нуфты 
=ы, 
и, значить, 
105 а = 056 -|- 105% 
откуда . 
054 = 1054 — ЮБЬ, вли № = ЮВ а-— 055. (8) 


Заифчане.— Въ предыдущей теорем предполагается, что частное 
@ > 
5 больше 1, тавъ какъ 10 сихь поръ были опредфлевы логариемы 
только чисель, бблылихь 1. 

$ 370. Теорема №. —Лоюриемь корня изъ чиедь равень зоариему 
числа, рездъленному на показилеля корня. 


Пусть данъ корень Уз, который ны обозначимъ ‘черезь х; по 
опредфленю инфеиъ: 
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откуда заключаемъ (8 368), что 


105 а = в 108 », 
и, слВловательно, 


05а з,— _ №054 
тии, или 105 /в = Ее. 


т 


4} 


$ 371, Замфчане. — Четыре предыдуния теоремы яоказызають, 
что умяоюеще нфсколькихЪ чисель можеть быть замфнено сложе- 
зйемь ихъ логариемовь; дълене -—вычитащемь двухъ: логариемовъ; 
возвъзцена вы степень — умножещень логариема числа на показатедя 
степени и, наконець, извлечене корня — дълещемь логарнема числа 
на показателя корня. 

Но чтобы пользоваться этими упрощенями, надо ныфть таблицу 
зогариомовъ и умёть находить но ней какъ хогариемъ даннаго чиеда, 
тавъ и, ваобороть, зисло, соотвфтетнующее данному логариему. 


ТУ. УСТРОЙСТВО И РАСПОЛОЖЕНЕ ЛОГАРЯОМИЧЕСКИХЬ 
ТАБЛИЦ 


$ 372. Обынновенные логариемы. — При чиеловыхь вычисленихь 
употребляють исключительно логариемы, ь опродфлшвиые такими 
двуна прогреефами: 


1:10 : 106: 1000 : 10000 : 100000 : 


0.1.2.3 .+4. 68 


Въ этой системВ лоюриемь сзлепеки 0 равень ен повоазателю- 
ДЪйствительво, при 105 10 ==1 мы можем» написать: 


108 10" — в 108 10 == вы 


Зошриены ветъль друить чисель, цплыть млн дробныхь, неео- 
изльримы (8 355). 


$ 373. Хараятеристика.— Хлрактеристикою логаряема числа ва- 
зывается ифлая часть этого логариема. Числа, взятыя между 1 м 10, 
тге. чая числа, иФлая часть которыхъ есть однозначяое Число, 
вибюгь хогариомами чиста; заилючающуяся между 0` 1; характе- 
рнстикя равия вулю. Числа, взатыя между 19 и. 100, т.е. ав, 
цёлая чаеть хоторыхь-двузначное число, зифЮтТЕ логарромныв 

числа, заключенный ‘жежду 1 н 3; харектераестака, равна 1. Во- 
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обще, ифлая часть чисель, гзятыхь между 10” * и 10", состоить 
изъ я пафрь, а ихь логариемы, будучи заключены между (я—1}и 
з, ныЗють характеристику (и—1). 

Итавъ, характерислита лоариема числа содержить столько 
единиць, сколько цифр безь одной въ цтлой части этою числе. 


$ 374. Теорема.-—Мри умножен или дтаени чиела но степень 
10, часть ею лоариема, стоящая яосмь запятой, не измънцяется, 
а характеристика увеличивается или уменлицется не столько еди- 
ниць, сколько ить въ показатель степени 10. 

Въ самомь дълБ (88 365 и 368), 


108(а Х 10”) = 105 а + 106 10" = Юба + я, 
п ($ 369) 


98 5 а — №5 10" = Юва— 


$ 375. Устройство таблицъ. — Вычнеляють и помфщають вь 
таблицы логариемы только цёлыхь чисель. Тавъ вавъ всЪ эти ло- 
тариемы несоизиврины (8 355), то изъ. можно вычисяить лишь 
6> извфетныкь приближенемь; обыкновенно ограничиваются первыми 
«емью или восемью знаками посль запятой. 

Данное нами опредфлене (8 356) приводить къ приближенному 
значению логариема чиела. Дёйствительно, вставляя въ прогресся 
достаточиое число срехнихъ (геометрическихь и ариенетическихт), 
мы въ геометрической прогресефи всегда можем найти два посл\Ъдо- 
зательныхь члена, между которыми будеть заключаться данное 
число: логариемы ихъ будуть приближенными значетямни его 
логариема. 
` Но тавой способъ вычисленя быль бы очень длиненъ и утоми- 
теленъ; мы новажемтъ на одномъ примбр, сколько при этоиъ по- 
требовалось бы дьйетый. Козата замтимт, что вторан часть алгебры 
даевть для вычислешя логариемовъ несраяненно болве быстрые 
методы. 


Примфрь-«Найти лоорионь числа 1855. 


Такъ каяъ 1855 заключается между 1000 н 10000, ло его погаривыт. 
заключается между 3 и 4. Если между членами 1000 и 10000 кратной 
прогресои мы ветавимъ средн геометрически, в между чденаии Зн4 
разностной протресса—ередй ариеметичесь!, то найдемъ 


а= УЮХ 1000 = 316227106 
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для знаяовы перваго и 3,5 дия значены второго, такъ что 

8,5 =10ди =10я 3162,27766. 
Такъ какъ 1855 заключается между 1000 п а, то вго логарнемь заваю- 
заетея между 3 в 3,5. Есии теперь мы вотаввыъ средвй теометрически 
между 1000 и а въ кратной прогресеш и среды арнеметичесый между 
3н35 въ разноствой прогресс, то дая перваго вайдемь 

5 — И1000 = - 17782703, 

& дла второго 


›‚ или 


закь зто 
325 = 05 = ЮБ 178,274. 


Во 1855 заключается между «и 5 сльдовательно, его догарнеиь 
заключается можду 325 и 3,5. Еели Мы ветавимъ два новыхь средайхь 
{геометрическйЙ и ариеметическ й), то, абозначая первый черезъ е, навдемъ: 


3,375 = 08 И аб = 05 237,378? — 0. 


Также, замфчая, то 1855 заключается между В и с, видимъ, что его 
погариемъ заключается между 3,25 и 3,375. Новое вычислене даеть: 


3.9125 =ю5 И -=105 20585250 = в. 


Продолжая въ этомъ родъ вычислевя, составляемъ  спфдующую 
таблицу: 


35 = оба =1083161.27766 
3,25 = ЮБИ 1000 == 056 = 51778,27 
105 Иа  =1056 = 052371, 
зать-ьнИЮ — ==1084 = 1042053, 
3.28125 =ю5И М == юде == 10519104529 
3.265625 =ю5У м’ =108/ =1051843,12906 
3,2784375 = ю5 ИР 1089 = 1051876,8943 
$,26958125 = ю5 УХ 5105 —1051860.0784 


Зв БИ == =10618511821 
„зрввбьАво = БУМ — 506 =1081855.005. 
3.26900841 =ю5УЖ = = юв18озан 
326881055 555 ИМ — ==ю8т==1081854,8515 
Зревазава = 05 = юри =:1081855,3789. 
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Сравнивая съ одной стороны № и т, в съ другой Ё и т, получаеиъ: 


=1855,3789, & — 1855,9005, 
1854,857 


№_т-= 1,0480, 


откуда , 5214, 


в это показываеть, что разность (пи) равна почти лоловин% (#—). 
„Сравнивая иъ то же время Бъ одной стороны То» и от, оъ другой 
ЮБЕ и ЮБи, имвенъ: 


1055 —3.26843262, 108й = 3,26855469, 
юр = 3,26831055, ют 3,26881055, 
‚ оккуда, 10" ЮБт-= 0,00019207, юдХ-Донж-= 0,00024414, 


а это показываеть, что Под» —1ю5я) равенъ половинв (о5ё — 102, 
Таъимъ образомтъ, разности между чнелами относятся друг ит. другу, 
хажъ разности между ихь погариомами. Донуская эту пропорийо для 
танихъ близьихь между собою чвселъ, мы непосредственно получимъ 
1081855. Въ самомъ дьтВ, мы можомъ спросить: воли разность между ни 
равна 0,5214 я разность между игъ логариемами равиа 12507 единицаиъ 
восьмога порядка (посл? запятой), то какова будетъ при разности между. 
числами 1855 д 1854,8575, разной 01425, разность 2 между ихъ пога- 
фиемами? п сейчасъ же вайдены 


р | 
НОТ С зар одипицанть Вор пордия 


Прибавияя это число въ логариому м, получимт: 
8431. 


с 1855 


$ 376. Расположенше логариемичеснихь таблиць Наллета,—Перьая 
таблица очень проста; она содержить вфлыя числа оть 1 до 1200, 
расположенных нослФдовательно въ нфекольно столбщовъ, надь ко- 
торыми поставлена начальная букта № слова яотфие (число); сбоку 
и сирава отв этихь столбцовъ помбщены друме, надь которыми 
надписано 1.05., начало слова юфа’Ийте (потарнемъ), и эти вторые 
столбцы такъ разибщены, что за вавдымь столбномъ чисеть не- 
посредственно слфдуеть столбець логариемовъ и каждый логариомъ, 
стоить спраза отъ числа, которому онъ принадлежить, на одной 
лини съ этниъ числомъ. Характеристики логариемовъ не помбщены, 
тавъ какъ ойЪ легко опредфляются по одному взгляду на число 
($ 373). Каждый логарнемь данъ еъ восемью десятичвыми знаками. 

Ага таблица называется Омайе 1 (химадою), потому что она, 
дЪйетвительно, содержить логариомы первой тысячи (СЁйа4е— 
французская передфяка греческаго слова, означающато собране 
тысячи единице). 
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Слфдующуя таблицы немного слощи\е: он идуть отъ 1020 до 
108000. Первый елфва столбенъ, падъ которымъ стоить №, солер- 
жить пзлыя числа отъ 1020 до 10800. Сл5дующай столбедь, надь 
которымь стоить 0, даеть мантиссы *) логариемовъ этих чисель, 
такъ что выфотВ эти два столбца составляють продолжене лервов 
таблицы и непосредственно лаютъ логариемы чисель отъ 1020 до 
10800. Каждый изъ этижь логариемовъ иметь только семь дифрь 
посл запятой. 

Обращая вниман!е на стоябець, надь которымь схолть №, мы 
замфхимч, что составлаюибя его числа выписаны не сполна; пом&- 
шевы только дьф послфдыя цифры каждаго изъ нихь, считая отъ 
Афзой руки къ прявой, ‘остальных же цифры мы зстрфчаемъ черезь 
каждыя четыре строки. Но при чтещи ихь легко возстановять. 

Разематривая столбець, надъ которымь стоить 0, мы видинь 
съ ЛАвой стороны трехзначныя числа, стояния отдфльно; они идутъ, 
увеличнзаяеь поетоинно на единицу, и ваходятся на неравном 
разстоянш другъ отъ друга. На правой сторояЪ того же`стохбца 
вохфщены подрядъ числа, каждое изь четырехъь цифрь, тавъ что 
в%которые логариьмы кавъ-будто имёють только четыре цифры, 
а нёкоторые ве семь. 

На самомь дЪлЪ, подь паждымь такимъ отдЬльно стоящимь 
зисломь и въ то же время противъ каждаго язь четырехзнячныхь, 
находящихся въ томъ же столбнь,` слфдуеть похразумЪвать вапи- 
саннымъ это отдфльно стоящее число, и при тоиъ столько разъ, 
чтобы всф строчки до слВдующето отдельно стоящаго чисха были 
занолнены. Въ такомъ случав, если мы найдемъ протянъ какого- 
нибудь чисна только четыре цифры въ столбщь, надь которымъ 
стоить 0, то къ нимъ съ хЪвой стороны необходимо приписать 
ближайшее изъ такихъ стоящихь выше, трехзчачныхь чиседь. За 
10000 отдфльно стоящя чясла имфють но четыре цифры, & лога- 
`ряомы но восьии цифръ посяЬ запятой. 

Когла одно число въ 10 разъ больше другого, то разность между 
ихь логариемани равна логариему 10, т.е. 1, и сл довательно, 
часть логариома посль запатой у ннхь будегь общая ($ 374)- 
Потому, сововунность двухь первыхь столбщовь, © Боторыхъ 
иы отолько-что Товориля, даеть тавже догарномы чисель, черезъ 
вазждыя десять, отъ 10200 до 108000. Для нахождовя хогарномовъ 


*} Мантиесою побариема называетея Часть, стоящвя цослЪ запятой. 
`Прим.лирей 2.2 нии № 
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промежуточныхь чисель, прябфгаемъ въ помощи столбцовъ, помф- 
ченныхь цифрами 1, 2, 8, 4, и т. д. Эти столбцы содержать по 
четыре послфднихь десятичныхь знака послЪ запятой логариемовь 
. чисехь, оканчивающихея пифрамн, стоящими вверху надь соотвт- 
ственными столбщеми. Такъ, столбець, вомфченный 0, содержить 
по четыре поелфднихь десятичныхь знака иослЪ звиятой лотариемовъ 
чисель, ззятыхь между 10200 и 108000 и оханчивающихея вулемъ, 
х кромф того онъ содержать отдфльныя числа, © которыхъ мы го- 
ворили и которыя должны быть приписаны слЪва къ цафрамъ, 
находящимея въ другихь етолбщахъ. Столбецъ, помфченный цифрою 1, 
содержить четыре послфднихь десятичныхь знака посл запятой 
логариемовт вефхъ чисель, оканчивающихея на 1; столбець, помБ- 
ченный цифрою 2, логариемовь всфхъ чисель, оканчивающихся 
на 9, столбець, номфчепный цифрою 3,— логариомовт, зефхъ чиселъ, 
ованчивающихся на 3, и т.д. до 9.. Такимь образомъ, мы имфемь 
таблицу съ числами двухь родовъ; зъ ной мы ‘сначала смотримъ ка 
первый столбець, помфченный буквою М и, найдя въ немъ первыхь 
четыре цифры числа, хогариожъ которато ящемь, слфдуемъ изгдя- 
домъ по горизонтальной стровЪ, нова не дойдемъ до столбца, надъ 
которымь находится пятая цифра дениаго числа; тогда. вы’ буденъ 
иыфть четыре послднихь дееятичныхь знака послф занятой иско- 
хаго логариена, первые же три знака будуть выражены чиеломъ, 
отдфлЬьно стояшимъ во второму, `столбщё и ближайшим по панра- 
вленю вверхъ. 

Поелёди столбедь содержитъ разности догариемовъ двухъ по- 
сяфдовательныхь патизначныхь чисель и части этихь разностей, 
т.е. произведеня ихъ на, 128 ит. д. до 8. Эти про- 

10° 10° №’ 10 
язведешя  составляють столько табличекь, сколько разностей. 
Каждая изь этихь табличекь помфщена непосредственно подъ 
той разностью, части которой она выражаеть, х равдьлена верти- 
кальною чертою на два столбца: лфвый, показывающий чиело деся- 
тыхт долей оть 1 до 9, и правый, заключающей соотвЪественныя 
части; даяфе мы узввдимъ, какъ пользозяться этими табанчками. 

Но такъ вввЪъ въ начель таблиць очень много этихь разностей, 
и, слЬдовательно, онф находятся очень баизко одна оть другой, 
то нельзя было бы помфстить въ промежутьв между ними табличекь 
пропорлозальныхь ‘частей, если бы разности занимали только 
одить столбец. Поэтому, ихь въ начал расположили въ два 


4856: 4913 
5421: 54855 т 


5 


кю 6495 
4 7080 
1635 


ВИК 85 


8755 
9320) 
9885 


$130 


‚0054 
061 
118: 
1748 


2319 


З 8466 8 
9058: 9079] 
9536 Вы 


; 0149, 030] 
9 


Ав 
Я 52171 5: 
51% 
6286-8812] 
6848 690 
7410 7467! 


. 7973; 8029: 


8535] 8501) 8648] 
9097] 65 91 
965] 9718] 772 


0222] 0279: 0884] 


9:84 Ее 
2845 4021 


тЫ 


8704] 826 ван 8872 
9966] 9922-0878. 9435 
= ны 9 3999, 


9448} 0503] 055; 
‚лова И 
1514 ее 2826) 1983 


— 322 — 


столбца: первая изъ этихъ разностей помфщена въ первомъ столбць, 
а дЕВ слёдующуя-на той же горизонтальной линш, гдф он п 
должны находиться, но отодвинуты вправо и занимають текимъ 
образомъ второй столбець; дзф сллующуя разности находятся въ 
`первомъ столб, а дв друпя, слдующия за этими,—во второмъ 
столбщь, ин т. д. На первыхь четырехь страницахъ помфщены таб- 
ницы частей этихь разностей черезь двЪ. 

Чтобы эти объясневн были болфе понятными, мы ноепройзво- 
димъ здфеь одну изъ страницщь таблицы Каллета, за исключетемъ 
двужь столбщовъ, расположенныхь влЪво оть столбца М, ав какъ 
посльди!е не имфють никакого отношеня къ теорн логариемовъ. 


У. УнотрЕБЛЕН1Е ЛОГАРИОМИЧЕСКИХЬ ТАБЛИНЪ 


$ 377. Задача (—Пийни по маблицамь лоуномо даннето числа. 

Данное число можеть быть ивлымъ н меньшимъ 108000, или 
ще оно можеть быть десятичиою дробью, цифры козорой, если не 
обращать вниманйя на занатую, составляютъ число, меньшее 108000. 
Этоть второй случай приводимь къ первому, разсматривая сначала 
чисдо, вакъ цфлое, а затФыъ придавая найденной дробной части 
логарнемя надлежащую характеристику. 


1-ый случай. — Кели данное число меньше 1200, то мы ето 
находимь въ первой хяладЪ между намуральвыми чиелами, пом%- 
шеннымя въ столбцахь подъ буквою Х. Число, столщее въ слф- 
хующемь столбиф, помфченномъ звакомъ 108. съ правой ето- 
роны оть даннаго и въ одной съ нимъ строкё, предетавляеть 
хдробную часть его лотариема; характеристика же всегда равна 0, 
1, 2 или 3, смотря по тому, будеть ли первая зиачущая цифра 
заннаго чиела обозначать простыя единицы, деслтки, сотни или 
тысячи. 


2-ой случай. — Если данное число заключается между 1020 и 
10800, то мы его находимъ въ таблнлф, помщенной пося% хилады ], 
зъ столбиж М, а затЬмь смотримъ ва сафдующий столбець, помЪ- 
ченный цифрою 0. Если на той строк, гАВ стоять данное число, 
мы ваходимъ семь цифрь, то это н будеть дробная часть искомаго 
„логариена. Если же тамъ стохть только четыре цифры, то онЪ будуть 
четырьмя послфлиими цифрами хробной чаети лотарнема; ватёиъ 
ехотринъ вверхъ по незаполненному съ дёрой стороны простразству, 
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пока не встрётимь тамъ числа, состоящаго изъ трехь цифръ, во- 
торыя выразять при первыя цифры дробной чаети иекомаго лога- 
риема. Приписавь эти послёдая слфва къ равыше найденнымъ 
четыремъ цифрамъ, получимь семизначиое число, ръ начаяЪ кото- 
раго ставимъ, наконець, надлежащую характеристику. Наир., ебоку 
1680 на той же лини, въ столбхЪ, ноифченномь цифрою 0, нахо- 
дииъ 8853612, такъ что сразу получаеиъ дробную часть искомаго 
лотаркема; остается только приписать характеристику 3. Если бы 
число было 7,680, характеристика была бы 0; она равналась бы 1, 
еели бы было дано 76,80; равнялась бы 2, если бы было дано 768,0. 
Сбову 7695, въ столбщЪ, помфчениомь цифрою 0, находимъ только 
2086, поднимансь же вверхь, паходимъ еъ яфвой стороны 886; 
сдовательно, искомый логариемъ есть 3,8862086. Такь же точно 
нашли бы логарвемъ натизначнаго чнела, меньшаго 10800. 


3-Й случай — Вели число заключается между 10200 н 108000, 
то обыкновенно ово состоять изъ пяти вназущихь цифръ; на время 
не обращаемь внимая на послфднюю цифру и ишемъ чнело, со- 
стоящее изъ первыхь четырехь цифрь. Зазфив смотрииъ вдоль 
той строки, гдЪ оно стоить, оть яЪвой руви въ правой, пока не 
хойдемъ до столбца, на верху котораго стоить отброшеннан 5-ая 
цифра. Четыре цафры, стояпйя протнвъ четырехъь первыхь цифръ 
данняго числа, въ столбць, соотвётетвующентъ пятой цифр, будуть 
четырьми поелёдниии цифрами дробной части логариема этого чиела. 
Первыя же три цифры, какъ и рамьше, мы найдемъ, поднямаясь 
вверх по стоябщу, помфченному цифрою 0. Пусть, напр. тре- 
буется вайти логариемъ 772,37; въ столбиф № находимъ чиело 7723; 
вЪ строк, гдф оно стоить, и въ столби, помбченномъ кяфрою 0, вепо- 
<редственно справа огъ него ничего нфть, но ненного повыше вотр$- 
чаемъ 887; затфыт смотрамъ вдоль строки, гдЪ стоить 7723, пока не 
зстрёчаемъ столбца, помфченнаго цифрою 7, и находныь тамъ 8254. 
Слфдовательно, дробная чаеть искомаго логариеиа есть 0,8878254, 
& самый логаривнъ 2,8878254. Точно такъ же мы нашли бы лотариомъ 
числа, содержащагоея между 102000 и 108000. 


$ 378. Случай, ногда данное число не находится въ таблицахь. — 
Только-что приведенных подробных объясненя помогають найти 
дотариеиъ пфлаго числа, меньшаг 108000, -м логариомъ деся- 
чизной- дроби, если она пог отбрасываши запятой’ представить 
чрехо; мевъиюе: этого. предфля.: Чтобы найти логаряомы болывихь 


ны 


чисель, замЪтимЪъ, что, дфла ихь на степени 10, зыбранныя чад- 
лежатаимь обралонт, всегда, можемъ свести ихъ на числа, находя- 
“рцася въ предфлахь таблицы. Такое хфаеве. двннаго числа 
уненышаеть ого логариомь на пЪлое число единице (8 374) в 
. сдбдовательно, не вщяеть ва дробяую часть послфдияго. Тавамъ 
образомъь залача приводится кь нахождению логариома дробнаго 
: "числа, меньшаго 108000. 
При этомь мы донускаемь, что 65 продъзать, блмзнить между 
собою, возраспинее лоариомовь пропоршонально возрастанию чисел. 
Пусть, навр., дано. число 76807,753; инфент: ‘ 


105 76807 == 4,8854008, 


Ю5 76808 — 4,8854065; 


разность ихъ, находнщаяся въ таблицахь, равна 57 (десятинил- 
дюннымъ): сяЁдовательно, если при узеличени числа на 1, его 
догариежъ увеличивается из 57, то при увеличения числа только 
на 0,153, его лотариемт, увеличится на количество г, опред®ляемсе 


изъ пропорца: 


хткуда 
=5ТХ 0,753. 


Итакь, дя надожбеня © умножаемь табдииную ризноеть на 
Зробную часть даннаю чисая. 

Въ произведении на 0,753 шадо взять только иблую часть, 
такъ вакь его дробнан часть обозначаеть уже длесятыя или даже 
мень я доли десятимилжювныхь, которыя будуть стоять не ближе, 
закъ на 8-мъ мфетВ носл® запятой, а тавя цифры мы отбрасываемъ 
ъъ логариемахъ- 

Чтобы умножить 57 на 0,753, умпожаемь его посл®довательно 
нат, би 3; эти ироизведейя вычислены и помфшены въ посл®х- 
немъ столбщф съ правой стороны, пъ табличк® подъ 51. Они при- 
зедены къ дифрамъ, которыя должны быть сохранены, въ ток 
прелположени, что множитель выражаеть десятыя доли. Такъ, 
непр., протизь 7 находим 40 выфето тознаго произведешя 39,9: 
противь 5 нзходимъ 29 вифсто 28,5; противь 3 находимь 17 
вифето 17,1. Въ разсматриваеномь случаВ 5 зыражаеть сотыя и, 
слфховательно, соотвфтствующее произведеше будегь 9,9, вифото 
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хотораго возьмемь 3; 3 выражаеть тысячныя и соотвётствующее 
произведен, поэтому, должно быть раздВлено на 100; получим 0/17, 
что мы отбросимъ. 

Поэтому значене х равно 43, и для нахожденя невомаго лога- 
риема надо къ логариому 76807 прибавить 43 единицы сельмого 
порядка; получимь 4,8854051. 

Если бы мы искали логаряемь 76807558, то, очевидно, овъ 
быль бы равень 7,8854051. Веобще, если въ данномъ числё не 
вамЪнять ни самихь цифрь, ви мфегь завимаемыхь ими, то ман- 
тисеа логаряема не измфинтея, гл бы мы ни моставили запятун,. 


Замфчане.—Вычиелен:я располатають такъ: 


Чисхь “Логариемъ 
77807... 8854008 
40 


3. 
Тов 76807.753 -= 4,8854051 


При сложени не пишуть отдёльныхь суммъ, происходящих» 
отъ сложешя цифрь, расположенныхь съ правой стороны веути- 
вальной лини; удержньають только ту часть ихь, воторая войдегь 
БЪ составь единиць седьмого порядка. 


$ 373. Задача И. — По данному чнелу найти из зтабтиь ео 
зозариемз. 

Т-ый случай. — Если десятичная часть лотарвома находится 
ереди логариомовь первой хилади, то мы тотчаев пайдемь и ©0- 
„отьфуствующее ент Число; оно будеть находиться въ одной строк5 
съ данных логариономь, въ стовблф Х, некосредсхвенно ирел- 
шествующемь столблу, содержащему ланный логарием». Нацисавь 
его, ставимь запятую такъ, чтобы чнсло цифръ дфлой частн было 
единидею больше числа единиць въ характерисгикв (8 373). 


риифры: 
2,17026172 — 102 1348; 
0,06781451 == ю5 1,169. 
2-ой сяучай. — Если” логариемь не находится въ перлой таблии\, 
темы итемъ-три первым цифры мантассы этого логаривма во, 
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_ второй таблив\, среди отдфльно стоящихь чиселъ въ столбщё, по- 
ыфченномь цфрою 0; найдя ихъ, ищемъ четыре нослёдея цифры 
логариема среди четырехеначиыхь чисель въ чоиъ ше стоябиё, 
спускаясь внизъ. Если эти четыре нослфдыя цифры окажутся’ въ 
таблиц, то искомое число мы найдемъ протизъ нихъ въ столбиф М. 
Это число выписываемъ и ставимъ запятую, сообравуясь съ харае- 
теристиков даннаго логариема. 


Прижры: 
4,8872796 == 108 71140; 


2,8863779 == 105 763,8. 


3-Й случай. — Если въ столбщф, помфченнонь цифрою 0, не 
окажется четырехъ послёднихь цифръ данваго логариема, то оста- 
навливаемея на ближайшихь менышить и смотримъ затфиь слфва 
хапразо, вдоль инн и, на которой остановились; еели на ней ока- 
жутся четыре носльдЕя цифры данного логариема, то цифра, ко- 
торою понфченъ тоть столбець, гдё они нашлись, будеть изтою 
цифрою искомаго числа; первыя же четыре его цифры мы нахо- 
димъ, по предыдущему, въ столбиВ М. 

Пусть, напр. требуетея найти, какому числу соотвётствуеть 
лотариемъ, маятнсса котораго равна 8871276. Отыскиваемъ 887 
между отдфльными числами въ столби, помфченномъ дифрою 0; 
затфыъ епускавмся по этому столбцу до ближайшаго меньшаго къ 
1276, т.-е. до 1107; дазфе, смотримъ вправо вдоль строки, гд оно 
стоить, и вь етолбиф, помфченномъ цифрою 3, находимъ 1276; на 
той же строкф, въ столбцв М находижь 7711; приписывая съ пра- 
вой стороны цифру 3, получаемъ искомое число 77113. Наконець, 
соотвЗтетвенно характеристак$, ставимъ запятую. ` 


Примфры: 
4,5871276 = 108 77118; 


2,8871276 = = 77118. 


4-ый случай. — Если данный логариемъ не подходить ни нодъ. 
одинъ изъ предызущихь случаенъ, то для опредёленя числа, во- 
торому онъ принадлежить, ищемь сначала, какъ и въ .3-мь случаВ, 
ближайш0Й мениий догариемт. Находимь соотвётетвующее ифлое 
зисло; между нимъ и слёдующииь будеть содержаться искомое 
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число, разность между искомымь и однимъ изъ отихь чисехь 
найдемъ посредствомь пропорщи (8: 378). 

Приифръ—_ Найти число, логариомь которато имфегь мантиесу 
#570283. Указаннымь нутемъ найдемъ, что этотъ логариеиъ содер- 
вится между 8810262 я 8870318, которымь соотвётетвують числа 
77095 и 17096; разность между этими двумя логариемами, нахо- 
дящаяся въ таблицахь, равна 57 единицам поелфдинаго порядка, к 
данный лотаривмь превосходить меньший ‘на 20 единицъ того же 
порядка. Разность 57 между логариомаин соотв тетвуеть разности 1 
между числами; слёдовательно, разность 20 жеждт лотариемани соот- 
вфлетвуеть разности 2 между числами, опредфляемой из пропорция: 


57 _1 
. 20 &’ 
20 20 
отдуда =... Значить, искомое чисяо равно 77095 -- — 


57 
или, въ десятичной дроби, 77095,35. 

Такихь образомь, дал нахожеденя х надо разность между данниамь 
зоприомоль и менущимь изь тньть, между которыми онъ содержится, 
‚раздилить на тадличную разность. 

Заифчане .——Если вычтемъ одинъ изъ другого два послфдователь- 
ныхь хогариема 8870262 и 8870318, то найдемъ разность 58, а не 
5Т. Однако можно прянять разность 57, даиную Каллетомъ, которая, 
блатодаря непомфщеннымь въ таблиив дальнёйшимь пифрамъ, мо- 
жеть быть тавже близка кь истикчому значению, вакъ и 56. 

Заибчане И.— При помощи таблички пропорпювальныхь частей 
2 можно выразить лесятичною дробью. Ищемъ въ ней, въ пра- 
вохъ «толбщь, ближайшее меньшее къ 20 чисхо; находимъ 17, с005- 
вЪуствующее 3; 3 есть цифра десятыкь искомато числа. Остается 
еще 20—17 ==3 единидамь седьмого порядка; обращдемь ихъ въ 
30 ехиниць восьмого порядка и снова ищемь въ правохъ стоябиь 
ближайшее меньшее къ 30 чнело—ваходихь 29; цифра 5, соотвфт- 
ствуюцая 29, даеть сотыя искомаго числа. 


57 * 


Заифчане Ш.-—Вычиелевя располагають тавъ: 


ДогариемУ Чвсло 

3870282 

8670262..:. 7095 
20.... 35 


ог. т ЗвтозватнЕЛОй 11096,35: 
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Если бы мы искали число, логариемъ котораго равенъ 5,8870282, 
то нашли бы, очевидно, 770953, Б. Вообще, найхя, какъ было указано, 
семь послфдовательныхь цифръ искомаго числа, отяфляють запятою 
съ яфвой стороны цифръ на единицу больше, чфмъ еданиць въ 


` харавтериетик®. 


$ 380. Замёчане 1\.—Мы не можемь зэдфеь указать предфла 
ошибки, которую можно едфлать, допуская, что праращеше лота- 
риежовь пропоронально приращеныю чисоль. Впрочехъ, вснатри- 
заясь въ таблицы, не’ трудно замфтить, что эта пропорщональность” 
почти точна въ предёлахь достаточно широкахъ. Въ самомъ д®лф, 
разность двухь поехфдовательныхь логариемовь изифняется очень 
медленно, и при томк приближени, какое лаютъ таблицы, она 
остается чаето поетоянной из протяженши нфоколькихь страниць; 
изъ этого, очевидно, слВдуетъ, что для цфлыхь чяселъ, находящахея 
на этихъ страницахь, приращенше хогариежовъ пропорпюнально 
приращеню чиселъ. 

Пользуяев этою пропоршональностью, чтобы дополнить лота“ 
риомъ числа ($ 378), мы дфлаемь ошибву, вмяющую только ва 
цифры дальше седьмого порядка. Прилагая ту же пропорщюналь- 
ость къ нахожденрю числа, соотвётствующаго данному логариому 
{$ 379), мы получаемъ при томъ приближен, какое даютъ таблицы, 
только двф дифры сверхъ твхь пяти, которыя мы выписызаемъ 
непосредственно. 


УТ. ПРЕЛОЖЕНТЕ ТЕОРТИ ЛОГАРИФМОВЪ 


$ 381. Логариемы, какъ средство выполнять умномене, дЪленю, и 
проч.—Ногда неязьзстное число есть результать умноженИ, д®ленЕй, 
зозвылтенй въ степени или извлеченуй ворней изъ данныхь чисель, 
то для опредфленя его значевя ищемъ сначала его логариемь, 
ч1ф требтеть болфе простыкъ дфйетый. Найдя лотариомь, опредЪ. 
ляежь соотвтствующее сиу число, какъ было указано выше (8 379). 


Приифрь.—_ Вычислить выражен ю 


На основан овойствь логарнемовъ ($ 365 м сльд.) инъемы 


Юга 106 360965 +- : Лок 629 2 юж 6258,96. 
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Ищежъ эти три логарнома въ таблицахь и выполняемь вычиедеве: 


1. 


3696... 567 


5 
0Б 38926, 4.567332. 
3 108 36926.5 == 13,7020145 
з 
т 105 369965 = ....... 1,9574307 
2. к 2629 = 34197908 
в Е 269 =.......- 0,6830531 
3. 62589 . 7961980 
в 6258,96 
2 105 6258.96 — т.збзо0а 
Ро 825896 =... 
ве... - 6,1108373 
1103873 
1103510 12893 
383 99 
Итавь; 
= — 1.289399. 


$ 382. Случай, ногда нфкоторыя изъ давныхь чисель меньше еди- 
ницы.—На основаыя нашяхь опредфленй только числа, болышя 
единицы, ичфють логарнемы. Поэтому необходимо, чтобы всб 
числа, надъ которыми производятея дЪйствя, удовлетворяли этому 
условно. Это всегда можно сдфлать, такъ какъ, если нужно умно- 
ЖИТЬ нёхоторое зисло па а, меньшее единицы, то мы можемъ 


1 
раздфлить ето на, большее единицы; если зужно разкфлить 


на а, То можно, наобороть, умножить ва. 


Прииурь.- Вычислить выражене 


Нааяшент: 
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ельковательно, 


(55 13575 —ю5 и). 


Находим: 
108 13572 =4,1326439 


10Е Ш = 10813927 


5 13573 —юё И ==3,0912512 
008 18572 —Ю8 11)-=61825024 


юа= (ов 13512 —ю5 и) =2060838 


9608341 
060811... 11503 


230 808. 


Итакъ, 
= -=115,03608. 


$ 383. Случай, когда число, ноторое требустся вычислить, меньше 
единицы.--—Ески само число, которое требуется вычислить, меньше 
единицы, то едфланныя изми опредфлешя ие дають дия него ло: 
тариема. Въ этомъ случаЪ данное число умножнють предварительно- 
не такую степень 10, чтобы произведене было больше единицы; 
зат$мъ прилагають предыдущ методъ и результать раздёляють. 
на ту же степень 10. 


Примкрь. Вычислить выражеше 


375" 


У лыв зо 05аа . 


Такъ как 2 мевыйе единицы, то мы умвожаень его на 10%, пра 
чемъ и опрелъяшит зтосзьлотии: будемъ имть: 


ме 
ие 
10" Хи-= мух 


слвдонательно, 


| 
ов (10*х == (к 375 4-08 10000 —ю5 542). 


По таблицамъ находимы 


108 375-105 1000 — №5 5142 —=2,8628902 


7 
5 (08 375 106 10000 — 05 5142) 0,5725798. 


Чтобы можно было вынолнить вычитане, доетаточно, очевняно, шо 


ЛожяТь и-=1: такимъ образомъ будеяъ днЪВть: 
195 102 Г 0,5725198 = 0.4274202. 
Вычненяемь теперь ооотвЪтствующее число: 
0.427420 
0,4274050....., 28755 
8..0... в: 


Птакъ, 
102 == 2.675584, откуда 2 == 0,2675594, 


УП. ОЗРИЦАТЕЛЬНЫЯ ХАРАКТЕРИСТИКИ 


$ 384. Опредфлеше отрицательной характористини. — Наши опред®- 
ленёя не дають яогариемовъ для чисехь меньших еданикы; и ны 
видфлн (8 383), что для примёнешя въ тавимъ чиеламъ сокра- 
щеннахго способа вычисленй при помощи логариемовь, мы должны 
приводить ихъ къ числажь ббльшимъ единицы, ужножая на подхо- 
дятую. степень 10. Но на практихв обыкновенно поступають 
иначе. Не заифвяютъ чисель женышихь единицы другими, а даютъ 
опредфлене логарнемовъ этихъ чиссль, иведя ифкоторое формаль- 
ное соглашеше, и доказывають, что свойства, которыми обладають 
прежне логариемы (8 365 и слЪд.), распространяются безь измф- 
ненй и на новые логариемы. 

Чтобы опредфлить зогариемъ числа А мевьшато единицы, за- 
иЪтимъ, что всегда можно умножать А на ифкоторую степень в 
оть 10, выбранную такимъ образомъ, чтобы произведеше было 
больше еданицы н, сяфдовательно, имзло бы логариемъ ($ 357). 
Но мы видфли (8 374), что при дёлеши на 10” числа большаго 
10° мантиеса его догариема не изыфниется, а характерветвка (ко- 
тораз больше или равяа =), уменьшается на я единиць.. Сума- 
знаюткя. распространить эту’ теорему па ‘числа меньяня 10", кото- 
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рыя посл дфлешя ставовятся меньше единицы, и называть: лоза- 
риономь А зарнемь числа (АХ 10"), уменьшенный наз единиць. 


Примфръ. — Найти хотариомь числа 0,0076807753. 

Умножинъ это число на 1400, чтобы получить число, большев 
единицы и меньшее десяти; получимъ произведене 1,6807753, ло- 
гариемь котораго будеть 0,8854051 (8 378): 

Чтобы найти искомый логаряемь, падо. оть подученнаго ре- 
Зультета отнять 3. `Такииь образомъ, по опредвленю, о, 


105 0,0076807758 = 0,8854051 — 8. 


Такъ кокъ 3—ифлое чисдо, то ‘вычитаемъ его изъ характеристики, 
воторая станеть, поэтому, отрипательной, э малтисса по прежнему, 
фудеть иоложительною. Пвшуть это слфдующиюъ образомъ: 


105 0,0076807753 = 3;8854051. 


Бели надо нЪкоторое число А умвожить на 10”, чтобы сдфлать 
его больше единицы и меньше 10, то характеристика произведения, 
равная нулю, посл вычитаня обратится въ — и. Отсюда легко - 
усмотрЪть, что отрицезиельная характеристика зошринме чиели, 
меньше единицы, содержюнзть чнело единиць, уманое числу, показы 
чающему, какое мъсто посль запятой занимаеть первая аначутоя 
цифра данного числе. 


8 385. Вычисления, атносящяся къ числамъ иеньшииъ единицы. — 
Изь сослащеня, служащаго опредёленюмь догариомовъь чяселъ 
мевышихь единицы вытекаеть, что мантмесу этихь зориомовь 
вымисляють по изложенныма празиламь (88 377 и 378), т.-е. не эри- 
имея в0 внимаше запятой, и приписывають къ ней отришательную 
харакзиеристику, равную по чбеолюзиной величинь числу, показывин 
знежу, какое мисто посмь запятой занимаеть первая знащуная 
зеафуа диннео числа. 

Обратно, цифры числа, соотвътствующео нъкоторому лоариому 
«5 отрицательною характеристикою, зычисаяють по изоженнымь 
правиламь (88 379 и 380), жв.-с. не принимая во внимане  характе- 
‚ристики; затьмь ставять запятую так, чтобы число, показы» 
вепощев, ханов мъето носмь заплтой занимаеть первая значущая 
чеифра, равнялось чиелу единиць, заключающихея в> характеристик. 
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$ 386. Распространеве свойствъ логариемовт на случай, когда числа 
меньше единицы. — Основное «войство логаривмовъ состоиту въ томъ, 
9ТО доариемь произведеня изъ дужь мноюнанелей ривень сумлуь л0- 
зирибмовь этиль множителей. Мы покаженъ, что это свойство рас- 
простравяется и па тоть случай, когда множетели меньше ехиницы. 


Пусть будут» даны два числа Ая В, 0ба мевьше едяницы; 
пусть 10? и 10’—тё степени десяти, на воторыя надо помножать 
даняыя числа, чтобы они стали больше единицы и меньше десяти. 
Аотарньмн обойхъ произвеленй будуть содержаться между би 1 
{$ 373); поэтому, обозназая ихь черезь Од и 0,5, будемъ имЪть: 


(АХ 1") = бд, ВХ 10°) = 04. 
Въ тавомъ случа изъ опредёлешя сл6дусть (8 384), что 
БА -0а— р ЮВ=0Ь—4, 


и, значить, 
ЮА- 10 В=0м + 06 — в — 9. а} 


Съ другой сторовы, прилатая оеновное свойство {8 365) кь 
числамь (А Х 107) и (В Х 109, большимъ единицы, будемь яыфть: 


То САХ тоРВ Хх 10° Ло" Х 197) - юв(В Х 10%. 
или ` 
юя(АВХ 107) = од ОБ 


слфдавательно, прилагая кт, чиелу АВ, которое меньше едяницы, 
сотлашене 8 384-го, напишем: 


06 АВ = №5 (АВ Х 107) — (р +9), 


или 
06 АВ 0 + 06 — (2+4). (2) 


Наконещь, сравнивая равенства (1) я {2), каходамь: 
КЕ АВ Ю8 А -+ №2 В, 1. 8} 


эчео’ и Зребовалось докалаль. “Точно. тавъ же можно довазале эту 
"еоракт в 'дла того окучвя, когда одно и ее ил: В, было 
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Распространивь о такямь образомь основное свойство на. ве% 
олучаи, мы этимъ самымь обобщили и остальных бвойства хота- 
риемозь (88 368, 369 и 370), тавъ какъ они предотавляють’ елёд- 
тия перраго. 


$ 387. Правила вычисленй при дЪйстьяхь над»ь логармемаии съ 
отрицательною' характеристиною. — Лотариомь съ отрицательною ха- 
рактеристикою должен быть разематриваемъ, как дручлень вида 
(—а-Е 8), въ воторомь — а предетавхяеть- караитеристиву, & $ — 
мавтиссу. Поэтому, вотрётивь` такое число при сложен; ин должны 
прибавить мантиссу и вычесть ибсолютную величину характериетики. 
Напротявх, пра вычитани такого лотариия, надо вычесть мантиееу 
и прибавить абеолютную величину характеристики. 


Примфры: 
Сложене Вычитаню 
2,7890452 8,5936729 
3,6854886 Ри 
5.673485 2,1854881 
109851783 2,1381898 


При умноженн числа съ отрицательно характеристнкою ва 
цЪлое число, умножаютъ на множителя отдфльно нантиссу и от- 
ДФльно характеристику к нотомъ дфлають приведен. 

Примфръ: 

Умвожеше 
3,89367536 
24 
— 357469544 

178734912 
31,44817264 
в 
44817264. 


Нроизведеще равно 


Цри лёлещи на кфлое чело, дёлимь сначала отрицательную 
характеряетику дЁлимаго на дёхитель; в, если дФфлеве совершается 
безф остатка, то дЪйетые заканчиваем дфлешемь мантиосы ва 
дЪлитель. Но если характеристика дфлимаго не дЪжится точно нА. 
д®литель, то дян того чтобы получить частное такого. же. вида; ^ 
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какъ и дфлимое, беремъ частное по избытку; тавимь образомъ мы 
получаемъ отрицательную характеристику частнаго я положительный 
остатовь, который прибавляемъ къ мантиесф д®лимаго; для поху- 
чаеную сумму на дфлитель находимъ положительную дробную 
засть частнаго. 


Примёры: 
Дьлен: 1-ый случай Двлен!о: 2-ой случай 
12328642 18 132672958 |5 


2| 2122440 3 


Первый случай не нуждается въ объясненш. Что касается вто- 
рого, то замфчая, что 13 ие дВантея ва 5 и что ближайшее 
большее число, двлящееся на 5, есть 15, мы можемъ напиезть 
дфвимое въ вндф— 15 2,2672958; частное оть дфлешя — 15 на 
5 равво— 3, а оть дёленя 2,2672958 на 5 разно 0,4584591; сл- 
довательно, полное частное есть 3,4534591. Этогь результать, 
очеведно, получается по вышеизложенному правилу. 

$ 388. Прялонене. — Эти соглашещя дають возможность иримфнять 
обычные премы вычиолевя логариемовъ и ВЪ т5хъ случаяхъ, когда 


Ъкоторыя числа меньше единицы, ие дьлая предварительно послфд- 
инхь больше едивицы, Въ самомъ дЪшЬ, поваратыся къ вычвслешо 


выражения $ 3893-го: 
т 
= ЖоБме. 
Г жом 


Имвемь: 
Но 
105 Ро =Ю5 1105315 =0— 25740313 — 84259687 

ыы | = 

10 0,5142 — 17111321, 
в потому 

1 

=. 31371 
108 эт -- 108 05142 — 81871008 

и 


1.427420?. 


У (к яв ювовиа ) 


СльДовачельно, соотибтотвующее ‘число ш:- 0.267569. 
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УВ. УпотрРЕВЛЕНТЕ ДОПОЛВЕНЙ 


$ 389. Опредфлене,— Донолнешемь числа № до 10 называется 
разность 10 — №. Если число № — положительное и меньше 10, то 
цифры дополнения предетавляють дополневя до 9 цифрь зисла №, 
исключая послфдней значущей цифры справа, представляющей ло- 
нолнен!е до 10 нослЬдней цифры числа М. 


Примфры: В 
. Кон. 3.12548 == 6,2745, 


Дов. 7,28540==2,11460. 


Если чиело--положительное и больше 10, то дробвую часть 
дополнешя мы получаемъ по тому же празилу; для получемя же 
цлой части вычитаемъ 10 изъ цфлой части числа, прибавляемъ } 
н результать пишемь со знакомь —. 


Примфръ: 


Дон. 12,7258-=3,2742, 


ЧАВЪ кажь мадо изу, 10 вычесть 12,7258 ($ 387). 

Если число М имфегь отрицательную характеристику, то при- 
бавлиемъ абсолютную велячину послфдней къ 10, вычитаему еди- 
вяцу и приписываежь дополнен дробной части. 


Примфръ: 
Доп. 3.14650 == 12,25348 
такъ хакъ здфеь надо произвести дЪйстыя: 10-3 — 0,74652. 
$ 390. Употреблеме дополненй.— Когда при логариемическяхь 
зычислемяхь приходится производить вычиташе, то при помоши 
дополнен!й его по болытей части замёняють сложещемъ. ДЪйстви- 
тельно, ичфемъ тождественно: 
а—Ь=а+ (10—8) —10. 


Поэтому, дяя вычисленя разности (@ — 5) достаточно прибавить къ 
в дополнене $ и изъ результата вычесть 10. 

Вообще, чтобы вычнелить выражене (а--В--е ар 
замЪфняють его равносильнымь выраженем: 


(@&- Дов. Б--е-- Дов. 9 + е-+ Доп. }-— 30), 
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звачене котораго найдежь поередствомъ сложен. 


2 
Примфрь.— Вычислить пятую степень отъ я: Имземъ: 


ю 2 .° 0,30108000 
08 37 ‚56820172 
Доз. Юё 37 


. 8,43179828 


2 
юм =. 


я 13252898; 


2: 2_- 
юв( 1) =5 10637 = 7566414140. 
6641414 
виза... 46146 


13 7 


(=) 


ТХ. РАЗЛИЧНЫЯ СЧСТЕНЫ ЛОГАРИОМОВЪ 


сэздовательно, 


= 0,000004614677- 


$ 391. Существуеть безчисленное множество системъ легариемовъ.— 
Можно выбрать произвольно кБз прогресем, одну—вриеметическую, 
начинающуюся съ нуля, ‘другую--геометрическую, начинающуюся 
съ единицы; онф® дадуть систему догариемовъ, обладающую всёин 
довазанныхи свойствами (8 365 и слбд.). Слёдовательно, этих 
системъ—-безчисленное множество; он свнзаны другь съ другомъ 
очень простымъ завономъ, вытекающимъ изъ сяфдующей теоремы. 


$ 392. Тоерема.--Олношене лоариомовь двухь чисезь одинаково 


80 всьть системаль, 
Въ самомъ лфдф, пусть будуть А и В дьв какахъ-нибудь чясла, 


а г — дробь, представляющая въ нфкоторой системв отношене 


хогариемовъ данныхъ чиселъ, при чемъ числятель и знаменатель 
этой дроби- цфлыя числа. Имфемъ; 


и, “откуда ОБА == В. 4) 
` Это восябднее. равенство. равносильно сябдующему: 


064" — ЮВ", отЕТАВ. 4 == В". (2) 
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Пусть теперь въ иЗкоторой другой систем® логариеиы обозначены 
черезъ 105’; беря въ этой систем логариемы обфихь частей равен- 
ства (2), получим: ^ 


А ное" 16 т 
108’ А — я4ое’В, откуда Е =’ [9 
а потому 
ЮГА 1064. 
В ЕВ’ @ 


что и требовалось доказать. 


Замёчане.-—Предыдущее доказательство предполагаетъ, что отно- 
шенёе двухъ разсматриваемыхь догариомовь соизифрямо. Если же 
оно несоизмвримо, то мы ножемъ разсжатривать два друсихт лота- 
риема, отличающихся отъ первыхь на сколь-угодно малую величику 
и удовлетворяющихь этому условно; теорема прилатается къ нимъ, 
хань бы близко они ни были взяты къ двумъ даннымь логариемамь, › 
и потому мы будемъ считать очевиднымт, что онё равно прилагается 
и къ послёднимъ. 


$ 393. Слдетые,—Изь равенства (4) находанъ: 
54 ю'В 
Е 1088 ° 


Такимъ образомъ, отношене лоариомоль одною и тою же числа 
въ дуть различныхь системаль—одно и то же для всъръ чисел, 


5) 


$ 394. Модуль. — Если для двухь опредфленвыхь снотемъ 0бо- 
значимъ это постоянное отношене черезъ М, то будемь инЪть: 


106'А — М1овА. (6) 


Поэтому, если изеетиы лоаривмы веть чисель въ ныкоторой 
сисзнелть, то для налооюдещя иль лоюриомовь въ друюй системь, 
яадо умножить первые на постоянное число М. Это постоянное число 
называется модулемь новой системы относительно первой. 


$ 395. Основан. — Изь предыдущей теоремы вытекаеть, что, 
имфл какую-нибудь одну таблицу логариемовъ, мы можемъ составить 
и другую, если только намъ извфетень хотя одинъ язъ логариомовъ 
новой систеиы. Дайствительно, изъ равенства (4) сяфдуеть, что 
И: 
уБ, <) 


105'А = ЮЕА. 
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& потому, если извёетенъ 105’В, то для нахожденя новаго лога- 
риена А достаточно умножить старый 1024 на известное въ такомъ 
105’ В 
у5В 

Для опредёлешя системы логаряемовъ, обыкновенно даютъ число, 
лотариемъ котораго равенъ единикф. Это число называется оенова- 
земь системы. 

Основаше системы обыкновенныхь логариемовъ есть 10. 


случаВ отношёше 


$ 396. Вычислене логариема числа въ каной-угодно системё.— На 
основан предыдущаго таблицы обывновенныхь логариожовъ, вы- 
числекныя при основаны 10, дають возможность зычислить лога- 
риемъ числа ВЪ Еакой-] -угодио систем. Вычислимъ, нанр., логариемъ 
числа 1698 въ системВ съ оеновашемъ 12. Въ систрыв съ основа- 
вемъ 10, по таблицамъ Каллета, находимъ: 


1087698 — 3,88637179, 10512 == 1,07918125. 


Въ систекВ съ основашемь 12 имфеиъ: 


105'7698 =, 108'12=1. 
Слёдовательно (8 395), 


3.8863719 Хх 1 


1,07918125 > 


или 
5 = 3,60122815. 


$ 397. Вычислене основашя системы, въ которй извфстенъ лога- 
риемъ нфнотораго числа.—Пусть, напр., требуется найти основане 
системы, въ которой логариемъ 25 равень 0,78321. Обозначая осио- 
зан этой системы черезъ х, будемъ инЪть: 


‚ 10825 — 0,18321; 


№05'2 = 
въ системф же обыкноаенныхь логариемовь 
10825 == 1.39794001. 

Слфдовательно (8 395), 


1,39794001 
| ве = Полет = 17848808, 
откуда - . . 


‚ += 60,93759, 
- вы г ра 
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УПРАЖНЕНИЯ 


1. Узнать знаменатель геометрической прогресс изъ 11 членовъ, 
первый членъ которой есть 10, & посльдийй 100. Найти’ сумму 8 этой 


‘прогресс. 

та. = 1.258025, 8 = 47,5910. 

|. Узнать основав = биствмы погаривыовт, въ которой 6 есть пога- 
риемъ 729; - 

бе. 28 

11. При какихъ совзхьримыхь освовавяхь логариемъ 20 будеть со- 
изыбримымь числом? 

0. Осповаше равно 207, гдё р—ц%лое. 


ЕУ. При цакомъ основи 2 системы логарпомовъ данное цьшое 
число`а равно своему логарпему? 


0та. э 


У. Рышить систему 


ау а?, Юнг + Юду = “. 


отв. Зажвчаемъ, что 2-е уравнево развосизьно уравнению ху — У/10 
а это приводить насъ къ навзетной авдачЪ. 


У1. Рышить снетему 
ара, 


отв. Тоть же прежь;: 


оз Юёу = . 


УП, Вычислить выражен 
— Оз! 
(лаз 


тв. 2 -=6208,157. 


\4Ш. Вычислить выражена 


И дрожит) . , 
(’ообоввява?)” 


отв, 2 = 000687545. 
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1Х. Вычнелыть вырьневе 


при «==4,528627, $ — 21,12857, = Е ‚ 4= 0.00875, е-=4839. 


вт. 23986,30. 
Х. Вычнолить выранене 
У 
И а— ве 


при в==2735805, 5—3,2782, с 4-38. в —- 0.003528. 


79’ 
Отв. х — 0,3648341. 


== 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ 
Сложные проценты и срочных (годовыя) уплаты 
Т. Сложных пРОЩЕНТН 


$ 398. Опредфлешя. — Канизюль, огканный взаймы на узафстное 
время, приносить нрибыль, которая называезея процентными, день 
зами. Пронентомь называется прибыль, приносимая вканиталонь въ 
100 фр. въ течени одного года. Обыкновенио кредиторъ нолучаеть 
въ ковиф важдаго тожа простые проценты на свой капвталь. Но 
если выжсто того, чтобы брать проценты, онъ ирибавляеть ихь къ 
вапиталу по мЪрь наросмамёя, т.е. нь т сроки, когда онъ можеть 
яхь получать, 10 вапиталь увеличивается, а визет® съ нимъ  воз- 
растаютгь ежегодно м прощевтных денег; тогда говорять, что кати- 
таль помфщенъ пе сложнымь нроментомь. 

Въ формулахъ, которых иы сейчась зыводенъ, мы будемъ обозна- 
чать отданный канктахль черезь С, вапитать выфетё СБ сяожными 
процентами черезъ А и продолжительность обращеяйя (выраженную 
въ тодахъ) черезь. м. Прибыхь, приноскиую 1 франкохъь въ одинъ 
тодъ, будежь называть черезъ ", тахъ что » составить сотую часть 

‚ процента. 


$ 399. Общая формула сложлыхь процентозь-—Такх хакъ 1 франвъ 
приносить х фр. “въ годъ и, сифловательно, въ вовщё годи обра- 
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титея въ (1--*), то капитель С’ въ концё того же срока ‘обратится. 
вв Оа--»). Такимь образомъ, чтобы вычнелить, во что обратитея 
хениталь, отданный на одинъ годь, надо умножить его на (1-Е). 
Жапаталь ОЧ +”), отдонный въ начал второго года, въ кояцё 
его обратится нь О@ 7) 1-Е»), или СИ - 77. Эта новая сумма, 
обращающаяся въ точен 3-го годр, умвожится еще. ва (1-7) и 
обратится въ 01-Е +). Вообще, отданная въ роегь суима ежегодно 
уиножаетея на (1- #) и посл я лЬть обратится въ слфдующую: 


д=оа+ 9”. а) 


Это и есть формула сложнихь продентовъ. 


$ 400. Случай, кегда время обращеня капитала содержить. части 
геда. — Есжи время обращешя состоить изъ и лётъ и & дней, то 
сначала мы вычисляемъ по формулв (1), во что обратится ввлиталь С 
по нстечени я лЁтъ. ЗатВиъ, замфчая, что 1 франкть въ & дней прино- 
ситъ ош нроетымь процентамь (число дней въ году), заклю- 
чаежь, что 1 франк въ кондЁ этого времени обратится въ (1 - = , 
а вапиталь 4—въ А ( +: . Поэтому, обозначал искомый кони- 


таль черезь 4’ и замвяя А его значешемъ (1), будемь имфть: 
И ет м 
ди + ”). @) 


$ 401. Задачи, — Эти формулы служать для рынешя вЪкоторыхь 
такихь задачь, гдф приходите пользоватьея логарвенами. 

1. Во что обминитея данная сумма С, помтщенная по даннымь 
процентамь 100 г на данное вреня? Нольвуемен формулою (1} или 
формулою (2), смотря по тому, состоить ли данное время изъ цфлаго 
числа лЬть, или содержить сверхь этого еще # дней. 

2. Какую сумму надо помьстить въ настоящее времл по даннимь 
процентамь 100 7, чтобы получить опредпленную сумму А по четне- 
чени даннао промежутка еремени? Опать пользуемен одною язь 
формуль (1) или (2) и соотьфтетвенио получаежь: 


4: 


(3) в= р 
0+4). 


зи б= 


р: 
аи ® 
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3. Данный копиталь С’ обращается въ данную сумму А по про- 
зиестви даннало времени. 110 скольку процентовь помпищень капитале? 
Если время представяяеть пфлое число лёть, то изъ формулы 


(1) ваходимъ: |, . 
а+и-У &. 9 


Еехи же время состоять изь я лЁёть и & дивй, то придетея 
рышать уравнене (2), (и + 1)-0й степеня относительно #; рёмене 
такого уравневя принадлежить высшей алгебрф. Однако, при но- 
мощи ифкоторыхь надлежащихь соображенй, можно вычислить 
быстро пряближенное значее процентовъ. Въ самомъ дёлё, зам - 
чаемь, что на основаши формулы: 


а=ва+' +") °@ 


капитель „4 увеличввается и уменьшается выфетё съ х. Слёдова- 
тельно, если дадимъ для г первое произвольное злачене т’ и вы- 
Зислимь по логарионамъ значеше второй части, то вайдемъ для 
-А” значене большее А, если г’ сликомь велико, в меньшее 4, 
если 9 сливкомъ мало. Сравнивая пвайденное значеше 4’ съ 
даннымьъ эначешемть А, нваходиит, будеть жи 7’ больше или 
мевьше неизьфотнаго числа продентовь; Далфе, выбираемь другое 
эначене для г, которое приведеть къ новому вызисленю и новому 
сравненю. ПоелЪ нфеколькихь такихь попытовь мы безъ труда 
заключимъ х между двумя предёлами, откуда быстро найденъ при- 
ближенное ввачене, 

4. Бь течень какою времени данный казяипаль С обратнится въ 
опредьленную сумму А, будучи отдинъ по даннымь процентамь 100 77 
Текъ какъ неизвВстно, будеть ли исвомое время — цёлое числа 
лёть или нЪть, то мы ие иифемъ нрава употреблать формулу (1), вы- 
зеденную въ томъ предположени, что п — пфлое. Однако, нользуясь 
ею, найдем: 


и+=5 


откудв, взявъ догариемы обфахь частей и ры ихь ВАТЬых 
на 0 - #),- позучимь: 
_ 1054-1050 
о Пай ® 
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Если частное оть. д8левя (1054—1080) ва. 108(1 +). — цВлое 
число, то, очевидно, оно предетавляегь искомое число дёть, тавъ 
вакъ взь формулы (6} вытекаеть формула (1). Если же частное 
не есть двлое число, то приходится закяючить, что нензвбстное 
время также нё представляеть ифзаго числя лЁтъ. Одиако, ножно 
новазать, что въ этомъ случаз цилая часть частноло есть итяая 
часть неизеъстноло времени. Действительно, обозначая черезъ р и 
(2-Е 1) двз поел®довательныхь пфлыхьъ числа, между которымя 
содержится дробь (6), мы бужемь имВть: 

10—10 
05 - +) 


21о8(1 - >) < юеА— 1060 < (р оба +»), 


2 < «РЕ, 


откуда 


а +’ < из-4 < а +; 
Переходя. отъ логариемозъ къ числамъ, находиыъ: 


аи <Я хан. 
или - - 
ба < А< ба; ©) 
эти неравенства и доказывають высказанную теорему. 
А чтобы узнать теперь чиело # дней, дополняющихь иекомое 
время, замфтимъ, что формула (2), которая должна быть прамфненя 
въ этомъ случаЪ, даеть носл® замны п н& р: 


БА = ювС-- ие: +9) +1814), 


ОТКУДА ь 
ю0$4—100 _ , ов (т + в) 
ва РТ ат’ 

ЮЕ4А—№Ю2С, 


Но рбольше дёлаго числа, содержащегося въ оа-я } поэтому, 


обозначая черезь В остатохь оть дёжешя числитезя ина зламена- 
тель, мы можемь предыдущее равенство переписать такъ: 


Га 
в. 0+) 
И" Е 
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«отБуда заключаемть, что 


| 108 (1 + я 


Тавимъ образомъ мы будемъ знать логариомъ [1 -|- т. посл чего 


(8) 


не трудно уже найти свачала (| + 7 и затбиъ Ё. 
Теперь дахимъ нфсволько численныхь приложен. 


$ 402. Чиоленныя призошешы. Прымфрь 1.-Вычиедить, во что образишся 
капитель 65 8000 франяовз черезь 39 лизнз, будучи отбань но АМ процении 
45 зо. ° - 


Изъ формулы {1} имфемъ: 
108 АЕ би юЕ а ++). 


05 С= №5 8000 (4... + = 3.903080 
№5 (1 --®) = в (1,0453 = 00191162904. 
я 8 1-9 = 39 105 (1,045) = .. =0/1455353 
юн... .. 4,8496253, 
откуда 
А=44557,19 фр. 


Принрь-К-_Келы бы отдолы 35 начали ириенценской зры Т свнтимь 
по 5 прощентовз, во во`что обратался вы из кз началу 1863 2, т.е. по 
зетечены 1862 лзнй 


Изъ формулы 1 
196 АЕЮВ +в 105 1-2. 


08 С 000= .....=ЕВ 

108 0+) =1ю5 (1,05) = 0.02118929907 
п 105 (1-9 = 1962 108 (3,05) = ..... = З9,ЗоЗАтЬ 
№ А= 37.3234475, 


откуда . 
4 = 21059472 Х 10% фр. (праблизитьльно). 


„Чисхо это имфеть 38 циёръ. 
Чтобы предетавить с56$ эту огромную сумму въ болфе наглядяой 
форм, вычиолниь разивры пара неъ золота, равнего по стоимости ная- 


укив; Плотность золота 19,5, & Цна кнлограмив его ——° фр. 
ббозначиме черевь х рафусъ шара, выраженный въ метрахь; объемъ 
: : фт 

агранни НЕ, в ородоватеьно, эбсь будьть 2х юю звлограм- 
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монъ ‘и сфовыость въ фравкаль Ч оао 0, тадиыь обра- 


. зомъ, 
Что Ж 19500 Х 31000 
АКА, 
27 
откуда 
=> эта 
— Ч=Х 1950 Х 84" 
10537 = 143186376 
1054 == 3182844749 
у Доп. 108 4-10= 139794001 
. Доп.105 *—10= 1,86585013 
Доп. 108 19500 —10— 5,10996539 
Доп. юя 31000 — = 5.508688 91 
Тоба? = 28,81420509, 
1052 == 9,6247350, 
хткуда 


д = 4214392 Х 10? метрамъ. 


Такимь образомъ рашуеь шара равенъ почти 4214392 километрамъ, 
я, слъдовательно, объент его превосходиль бы объемъ земли болфе, чъмъ 
въ 290 мишиюновъ разъ. 


Пришьрь Ш.—Кахой алмталь черезь 38 года ‘обринитея @5 7220 фр. 
будучи отданз по 5 процентовь 6% 2005? 


Ивъ формулы (3) имъемы: 


По5С = ю5А — за +»). 
1054 = 108 7220 =. ...... = 385858720 


0,59924687 
5929033, 


откуда 


1443,08 фр. 


Эта сумма выБотВ <ъ процентами, по 5 из 100, обратится черезъ 33 тода 
въ 7230 фр. 


Пришфрь у.--Аозлиналь 0% 38805 фр. пб истечение 73 длть обратился 
55 250000 фр. Изв сколькыаь прощентось он быль помлищена? 
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Формула (5) даеть 


юва += 


Юка —юб 
те. 


1054 = 1ю5 250000 = 5,3979400 
ЕС==105 28895 — 4.460821 


054 — 086 


108 -{ 2) -- 0,01383722, 


откуда 
1-7 = 1,0800. 


Итавъ, капиталь быль помфщенъ по 3%. 


Примфрь У. Во столько срещени паниталь вв 7100 фр. образитея вез 


42850 фр. будучи отбань по & процента вз побь 
Пользуещея формулою {6}: 


08 А— 1080 
108 +7) 

108 А == 0542850 — 4.6319508 

юё С-ю5 7700 — 3,8864907 


084 — 056 =0,1454601, 
05 (1 + 2) = 10801,04) —= 00170833. 


ол. 


Л 


Озьдозалольно, и продотавльть цыдую часть чаотиьто сна, Нахо- 


димъ: 
я —=43 годамь и Я-—0,0130289. 


Дахъе, по формуль (8): 


108 (1 +77) = о0в0ева, 
и, эначихь, 
1+ 1.030453, 
отвуда . - 
= 0030453 и к 0030108 .365 в, 


55: 


Итакъ, нокомое время равно 43 годакъ ж 278 днямъ. 
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ПП. СРОЧНЫЯ УПЛАТЫ 


$ 403. Опредфлене; — НЕкто занииветь сумму О на п лёть по 
у прецентовъ съ 1 франка; въ уплату долга онъ въ вонцё каждаго 
тода вносить опредёленную сумму а, высчитанную таким образомъ, 
что посл я уплать, равныхъ а, занятая сумма будеть погашена 
выфотВ съ причитающижися сложными процентамя. Сумма а, вы- 
плачиваеная такииъ образожь ежегодно, называется срочною упаетою 
{апнийе). 


$ 404. Общая формула сречныхь уплать.— Найхемь формулу, свя- 
зываюшщую канитель (С, срочную уплату а, прибыль за годъ съ 
одного. франка 7 и время и, на’ вавкое сдфланъ забыъ. 


Первый иетодъ.—Есля бы должнивь погасихь сзой долсь сразу 
НЪ КОНИ я-го года, то ему иришлось бы внестя (1 + #)° (8 399). 
Но онъ ублачиваеть въ концВ перваго тода первую сумму а, ко- 
торая черезь (п — 1) ять обратилась бы въ а(1 +») *; елёдова- 
лезьно, уплатить въ кони перваго года сумму а все равно, что- 
въ козцф л-го уплатить сумму а{1--+)^"*. Точно также суииа 
а. уплачиваемая въ концё вхорого тода, равносильна суниЪ 
а(1 | ›)"_*, уплачиваемой въ конц и-го года; сумыа а, уплачи- 
ваеная въ концф предпосяёдияго годя, равыосизьиа сумм а(1- г), 
уплачиваемой въ концф всего срока; наконець, уплачивая сумму а 
въ концЁ ГО Тода, мы погалиаемъ остатокъ долга. Слфдовательно, 
У нзсь будеть уравнеше 


Са)" = аа ва +"... аа Эа 


Замъчаемъ, что вторая часть, будучи написана въ обратномъ по- 
рядьВ, представить геометрическую возрастающую прогресешю, пер- 
вый члень хоторой есть а, & знаменатель {1 -- х); поэтому, при- 
лагая фомулу (7) $ 347-то, будемь выёть: 


ат +)" — 
чт 


ба" = 


иди, по освобождени отъ знаменателя у, 
«[ (1 + + — |= ба - +". (1) 
Такова общая формулв срочныхь унлатъ. . =. . 


— 849 — 


$ 405. Второй иетодъ.— Эту формулу можно получить и дру- 
тимт путемъ. Должникь, занявъ сумну 0, въ конщВ перзаго года 
будеть должень уже ОИ + г); возвращия сумиу а, онъ остается 
долженъ (1 --”)— а. Къ конну второго года эфа сумма увеличится 
ка проценты за годъ, т.-е. обратится въ [01 --”) —а|(@ +»), вли 
ба+» —в@ +»); но, уплаяивая новую сумиу а, должникь с0- 
вращаеть свой долгь до ОП +, -— аа +в. Очевидно, что 
къ концу третьяго года долгъ, уведичивиийся на прощенты 3% гожь 
и уменьшиваййся на новую срочпую уплату а, будеть ОТ - +) — 
—а(1 + 7 — а) —а; къ концу же юто года онь будеть 
равевъ 


Са {- ;\— ва 7"... ва +) а. 


А тавъ накъ въ этому сроку онъ долженъ обратитьея въ нуль, то 
предыдущее выражеще необходимо равняется нулю, т.-е. 


са += ++ а + 9"... ай +9 а 


хакъ и при первомъ методф. 


$ 406. Замёчане. — Можно, наконедь, притти къ формул (1), не 
сумнируя геометрической прогресии. Дыйствительно, предположить, 


чло икло беретъ взаймы уни — ва ы дЁТЪ; каждый голъ онЪ 
должень уплачивать простые проценты — „Х. 7=а и въ вони 
ерока должевъ еще возвратять взятую сумку —. Предположим, 


зто эти проценты ежегодно, въ моменты латы, передаются 
третьежу лицу, обязанному помфщать ихъ по сложвымъ пропен- 
тамъ; 210 лицо получить такимъ образомъ по годовымь уплатамъ 
п суммъь, равныхь а; по истечени я лЁтЬ оно будёть ныфть вею 


ту уыну, на которую возрастет капитать Е за эго время. Но это. 
увеличене капитала равно са 49 ин представляеть соно- 


вунноеть вебхь срочныхь уплатв; & ТАКЪ ЕАБЪ ПО условцо по- 
слёдними погамается весь долгъ, то мы должны ижфть: 


тату; +7". 


этё. формула ничьи» не. обжичяотся оть уревнашя (1). 
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$ 407, Задачи. —Формуза (1} служить для рышешя четырехь 
резличныхь задать въ зависниости оть того, какую няъ четырехь 
входящихь въ вее буквъ иы примемъ за неизвёствую- . 

1. Кокова должна быть оносшмая въ концть- кажедето 1ода сумма в, 
зитобы можно было позасить въ течени п лтатъ домь (} вмъсть съ 
сюжными процентами, считая ‘по т процентовь съ 1 франка въ 
печени одною зода? Формула (1) каеть: 


. „__@@ +7" 
= ат. 
Чтобы воспользоваться этой формулой, вычисляемь сначала (1 -|- х)" 


при помощи логариомовь, изъ результата вычитаемъ единицу и 
получаемъ знаменатель. Затёнъ, но формул 


(2) 


106 а = 198 Ох + в №5 (1 +») — юз[@ + + — 1} 


зычисляемь 05а и, наконець, само а. 
2. Какую можно занять сумму С на такчхь услобять: позлозить 
её въ течения мыть и срочными"(лодовыми) уплатами, равными п, 
считая по г процентовь съ 1 фремка вь течешы одною ода? Фор- 
мула (1) даеть: 
в= Эа + би 
я 


Это выражене можеть быть вычислено при помощи хогариомовъ 
тавимъ же образомъ, дакъ и предыдущее. 

3. Занимають сумму С то сложнымь проциентамъ, считая по г 
роценновь съ 1 фувнка въ заеченйиь одною ода. Во сколько времени 
она будеть помищена ‘срочными (зодовыми) уллатиьми,. вавнями а? 
Рашая уравнене (1) относительно (1 -|- »)", находиыъ: 


3) 


в 
в— 0» 


(+= 
откуда 
10а а — юа(а — 0») 
Ча НА‘ ® 


Задача возможиа только тогда, Богда (@— С”) положительно, 
такь какъ отрицательныя числа не иыВють зещественныхь лога- 
риомовъ. Да и & ро"! можно видфть, что это должно быть та: 
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©ь одной стороны, Су представляеть простые проценты. съ занятаго 
вапитала, а съ другой стороны, очевидно, что ежегодная уплата а 
должна быть больше этихь процентовъ, чтобы возможно было по- 
таеить ‘долг. 

Если форнула (4) даеть для п цлое число, 10 это число и 
ршаеть вопросъ. Еели же дБлеве не выполняется точно, то за- 
дача невозможна. Однако, можно показать, что въ этомъ случа, 
обозначая черезь р и (р 1} 080 послюдовательныяь цпяыть чиола, 
‚между которыми содержится дробь (4), найдемь, что р мыть недо- 
статочно, в (в-Е 1) мною для помишеная дома срочными (зодовыми,) 
уплатами. Въ самомъ дЁлф, такъ какъ 


10а — 108 (@ — С") 


< вая Сеть 
откуда . 
Мова -- +) < 1062 — №0 — С») < (+ 18а + »), 
вли 
Вов <, < а +, 
то 
@+7"< 5 ее. <а+ и. 


Знаменатель — положительный; сяфдовательно, освобождаясь отъ 
него, получим: 


@— са <а< еда», 


откуда лего находинъ: 


О < очи, М9 мч 


Эти два неравенстза и доказывають высказанную теорему. 

Слвдовательно, формула (4) прилагается во вобхъ случаяхь; 
по ней мы находимъ число р ерочныхь (годовыхь) унлать; если 
есть остатокъ, то безъь труда опредзляется сначала разность 
ба у ЧИ, составляющая  долгь къ нечвлу 
{р- -го года, а затвыь ее дёлають предметомь или особой 
уплаты, или отлфльнаго соглашения. 
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. 4. Требуется поаситу занимаемую сумму С омтетть съ причи- 
зтиющимиея сложными процентами въ течеёи п мыть срочними 
(содовыми) ‘уплатами, равными а. Изь скодькиль процентов сдано 
заёмь? 

Формула (1) представляеть уравнены (ий {-:1)-0й стелеяй отно- 
сительно г, которое можеть быть рёшено только частными иремани. 
Можно быстро вайти приближенное значене у, осиовывансь на 
слфдующемь замфчани. 

Кода С и а даны, то число т срочныхь (юдовыль) унлмаить увели 
чиваетея и уменышается витетиь съ увеличещемь и уменьшищемь:т- 
Чтобы убфдиться въ этомь, доетахочно обратиться ко второму 
методу 8 4065-го, уд выводится общая формула срочныхь уплать- 
Въ самомь дЬлЬ, долгь въ концв перваго года, Са -— а, 
тВыъ больше, эфыъ больше х; то же иыфеть ифето и въ конь 
кажлаго тода, такъ кань наждый разъ предылуций долгь унножается > 
на (1--*) и полученное произведен уменьшается на, постоянное ко- 
личество а. Поэтому, если для погашеня долга достаточно нро- 
извести я уплать при изкоторой величин » годовыхъ процентовъ, 
то этихъ уплать потребуетея больше, если брут иовышены годо- 
вые проценты. 

Замвтивъ это, возвратимея къ форму [В нредставивь ее въ вл: 


_ она — 105 — @9). 
= вая } @ 


адфеь г неизвфстно. Еели дадимъ г ифкоторое произвольное зка- 
‚чене 7’ и оно будеть меньше нскомаго, то соотвфтетвенное вна- 
чеше я’ дроби (4) будеть меньше даннаго зваченщя и; наоборотъ, 
оно бужеть больше я, вели 7’ больше х. Итажъ, сравнивая в и *', 
мы узнаёыъ, будеть ли значев!е, произвольно нринисываеное х, 
велико или мнло, а затЪиь, пря номоши нфкоторыхь надлежащихь 
соображенй, можно быстро получить доетаточно приближенное 
значене г. 

$ 408. Численных прилошени. Примёръ \—Аахова должна быть ежегодная 


уплата, чтобы позасшть вв течении 51 зоба долов в 34800 фрь считая но 1 
процента сложны? 


Изь формулы (2) выводимъ: 
10а = 05" -|- 08 + #}— 05 29° — 1. 
Е 4-7) = 050.04) = 00176883308 
э105а + +) = 51 1081,04) 0.868005; 
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откуда 
04+ 9" = 7,300950, 
Датве, 
С -= 108 1384 =... ‹. =3,1411361 
ВЕ еее. 0.8887003 
ЮБКИ + *) — 1) = 1086,39095 -= 0,8055654 
Дол. 8 -- и" —Н—10=. ... 5=1494846 
тои. еее. 3,2040710; 
саъдовательно, 


а == 1600,56 фл. 


Нримьрь 1.--Яз началть каждого 2000 вносять 10 50 фр жаная обра 
арется сужна = по цетеченйи ЗА лють, считая по "2 


Зыфенъ формулу 
«= Ча" е-а-я. 
; 


108 | 2) = 108,06) = 0,0353053653 
{и = БОБА + 2) = 2505,06} = 0,6396486, 


откуда 
О 5429187, 
во 
слъдовательно, г —о 
+ @ +9 ==8 9317. 
Далъе, 
1ока = 10850 
Тов + *)" +: @ + 1 =1088/23187 
Доч. ю5" — 10 -= Дон. 080,06 — 10 
Порх ==ЗАЗОтЬТ: 
слдовательно, 


;225 4. 


Примьрь №.-—- Кахую сужшму можно занять на саибующихь усов: 
поваениюь ее 65 тененгь 37 льть прочными (зобовыми) уплатани по 825 фр, 


счътая по 41а процента? 
По формуль (8) находим: 
105 С = Юка + 8 + =) — 1) — Ю51 5 — 5х, 
7 8 + =) — 1081045} = 001911699 
эюв(1 + +) = 371081.045} = 0,4073021, 


откуда 
а 9" = 5500686. 
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Далье, 
Юба = 108 85 = 2,9164540 
. 1081 - )*— |= 108 4.09686 
Доплюва +г)*—10= .:.. 
Доп.105 =— 10 = Доп. юё 6,045— 10 
056 , 
‚ откуда 


6= 14736,35 &р. й : 


| и.о 

примьрь №.—Во сколько времени’ дожив погаешть боле 
считая по ЗИ проентмь срожжыжи уплатажи по 10000 ь. 5. ионы 
халедаго чода. 


Пользуемоя формулою {1) 


Юва — 105 10000 =4 


105 — 0%) =108 1550 = ЗЛВЮЗАТ 


16а — 01а — 6, -=0,8096883 
1081 + >) ==108 0,0395) —0,0138901; 


слъдовательно, 


ТакимЪ образомъ надо проилвестя 58 срочныхь уплать по 1000 фр. 
Но такъ какъ посл дёлешя получается остатокъ, то весь долгь не 
будоть погащенъ. Чтобы закончить счегь, надо вычислить, съ одной с1о- 
роны, во что обратится долгт, по астечевйи 58 лётт, т.е. найти #260000 > 
Х (1,0825), съ другой, какая часть долга будеть погашена пронаве- 
дениыми уплатами, т.е. вызнелить 


_— 10000 % ,0325)* Ц] 
> 00825 


в 
и тайти развоеть (в--). 


10 260000 — 5,41497335 Юр 10000 ==4 
58 105 (3,0325) — 0,80562348 108 5,391804 =ОЛЗАНИЛ 


105: == 6,22069683 Дон. Ю8 0,0825 — 6 —1,4881166. 


1ю&ь = 
откудь в —= 1861869 фр. р = 1659017 фр. 
Кромъ того (1,0825) == 6,391804. 


Сльдоватеньно, остввшаяся сумма (3 — р) == 2852 фр. 
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примьрь У Долез 48 35000 фр. слюстив её сложными процентами 
повишается #5 52 года срочными уплатаны по 1800 фр. промоводимыщи, 
85 конь киждило года. Опредвлить величину годового проценте. 


Польвуемся формудою (4} 


люка — 05а — 6 


ы кат ` 
Полагая сначала „== 0,04, надодинъ: а — @*-= 200. 
05а — 05 1609 = 3,2041200 


08(9 — 65) = ЮЕ 200 = 2.301030 


10а — 1064 — 0%) = 0.903090; 
05а + >) = 050,04} =0;0170888. 


Дьля 0,9030900 на 0;0170833, найдемь въ частаомъ чноло 53, которое 
больше 52. Слдовательно, искомый проценть мевьша 4. 


Далфе, положимь „-=0,035; тогда а — С» = 815. 


108 1600 = 3,2041200 
2.574031 


10 
Ба — 6) = 05 375 


1оба — юв{а — 6} = 0.630087; 
108 + ^) = 108,035) = 00149408. 


Льдя 0,6300887 ив 0,0149403, находим въ _частнонъ число 42, которое 
злачительно меньше 52. Сифдовательно, величина годового процевта 


базе къ 4, чЪыь кь 3-1. 


Положимь данье х— 0,039; тогда а — (У =235. 


1оба — 108 1800 = 3,2041200 
1ов(а — 6) = 05235 = 


ода — Юва — 6) = 
19501 + 7) = 05.939) 


Частное оть дёшенм 08330521 на 0,0186155 равно 50; оно еляшкомъ 
мало, и потому годовой процовтъ бозыше 3,90. 


Пусть, далъе, + == 0,395; тогда а — ("== 211,50, 
Юда ==108 1600 == 3,2041200 
06а — 6,) = 0871750 = 23374598 


Тоба — 108 (а — С») 
08а +=) =8 (1,0805) = 0168245. 
: . 23 
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Частное оть двлевуя `0,8680607. ва 00188245 ранно 51; сифдовалельно, 
ходовой проделть бодьше 3,05 фр.: онЪ содержится между 3,95 фр. и 4 фр. 
Итакъ, мы нашла его еъ точностью. до 005 $р5: продолжая такямъ же 
‘образом. дальше, мы можемъ опредфлить ®Ро ©Ъ какою-угодно точ 
Шобтью. ° ” 


$ 409. Случай вЪчныхь. рентъ.— Величина. срочной (годовой) 
уплаты а, назначевной дли погашена долга С’ въ течени данвато 
времени ®, уменьшается съ увеличетежь я; Джбствательно, дЪля 
зислитель и знаменатель формужы (2) на (ЕЕ), мы можем на- 
писать: я и 


ая 
1 


отсюда же мы видимъ, что чФыъ больше в, тмъ меньше Я 


и тфьь больше знаменатель; слёдовательно, тёиъ меньше зиа- 
чеше а. Портому, если срокъ уплаты все болфе и болфе отдаляетея, 
т.е. если ® все болбе и болфе возрастаеть, то значеще а умень- 
мается, оставаясь постоянно больше 6, тавъ какь знаменатель 
меньше единицы; предфломъ для а будеть. О», т.-е. простые нро- 
девты съ одолженной суммы. Это—случай эфчной ренты. 


УПРАЖНЕН:Я 
1. Капиталь въ 8500 франковъ понфщень по 4№%/,. Во что озъ 


обратятся по истечеши 31 года? 


Отв. 510636Р..86. 


Н. Нвродонаееленю въ 200000 душь увеличивается въ теченши года 
на 114°/, Какъ ово возраслеть въ теченне столь? 


Фта. 692681. 


1. По истечевы какого времени капиталь въ 3500 франковъ, будучи 
отдаяъ по 5%, обратится въ такую же сумму, какъ в капиталь въ 4300 
франков, отданный на 18 лёть по 49/7 


Эта. По истечения 18 твть и 75 дней. 


Г\. Два валитала помфщены по сложнымъ процентамъ: одатъ зъ 
38000 фравковъ по 41/,°/. в другой въ 99398 фр. по 34,%. Черезъ, 
сколько времени ови обратятся въ одну и ту же сумму? 


тв. Черезъ 100 лъть. 
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У. Какой капиталь даеть ежегодную ренту въ 1500 франковь въ 
продолжены 36 льть по 5%, пря чемъ вт, дервый разъ выдача должна 
произойти черезъ годъ? 

. . — 1500.К1,95)8* — 1} 
бт. Формуль будеть така 4 = р 


х 
24820 4». 32. 


она даеть 


У1. Требуется вышиатить долгь въ 25000 франковь въ 7 равныхъ го- 
довыхь срокойъ, очитаи по 4%, Кавови должна быть ежегодная уплата? 


Отв. #165%2.16. 


УИ. По сколько нужно вносить ожегодно, ятобы въ 48 ить погасить 
‚долгь въ 36000 франкозъ, считая по 33/1 °/2 
бтв. По 1628%Р. 14, 


УШ. Прюбрьтена рента въ 3000 франковъ за 91650 франковъ. Черезъ 
сколько яьть она отанегь получаться, считая по 34,7 


тв. Черезъ 84 года. 


1Х. Слолько нужно уплатать сразу выфото вжегодныхь уплать въ 
конц каждахо тодь въ течеши 24 тбть, считая по 5%, при чемъ первая 
уплатьвъ 1000 франковъ, в остальныя возрастають въ геометрической 


прогрессш 60 внамонателомь 111 -Вычиснить ‘посльльюю уплату. 


ото. Формула будоть такая: 


Находныь 8 — ЗОВИ ФР. де. Послёдняя уплата равна 395402. .30. 


Х. Рабоий въ началь каждой недьши вносить въ сберегательную 
кассу сумму, равную а, въ продолжен и лЪть, Какова по яотечеши 
этого времени стоимость М его квижни, считая проценты по г из 1 
франкъ, при чемъ ирибыдь прикладывается эъ вОНЦВ каждаго года? 


от». 
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ХЕ: НВко виоситгь въ банжъ. сумку у въ начаяь каждаго года В 
продолжения я яёть, Опрынивобтол, по-екольжу можно будеть вкладчику 


вынимать въ иёчая Каждаготода въ Хочонй толь 2п. яътт, 
если внолн» исчерлазь свой сбережещя, 


9ти. 


здьсь а обозвалаеть искомую сумму. 


ХИ. Усломя ть жь сомыя, что п въ предыдущей 


дозжно быть чисто и, чтобы сумиа а равнялась, по крайней иЪрь, * 
разъ взятой сумы +. 


Отв. Искомое устове будетъ такое: 
К #4, 
ан тУ+Ы | 


откуда можно вывести низпИй предьть для и. 


КОНЕЦЛЬ ПЕРВОЙ ЧАСТИ 


ОПЕЧАТКИ 


«рых = отрок Нопочатано: дДолаво быть: 
74 15 сверку выраженя по самому выражены, по самому 
114 6 сниду ‚ ® , 

159 №1 снизу ялены. по этому члены по этому 


атлета 


и, 

246  чертежь Точка Н волна быть 
точкою касанба. 

309 2 сннау ммвелы; чисел, 


84, июрой. зторая 


